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Introduccion

Desde hace ya algunas décadas sabemos de la existencia de cuatro interacciones fundamentales de
la naturaleza: el electromagnetismo, la interaccion débil, fuerte y la gravedad. Las primeras tres de estas
interacciones han sido unificadas en el llamado Modelo Estdndar el cual esta sostenido en la teoria de
campos cuanticos. Esta teoria modela a todas las particulas fundamentales como “fluctuaciones” de un
campo cuantico, uno para cada tipo de particula, que permea todo el espacio-tiempo. Es decir, todos
los electrones del universo, por ejemplo, no son mas que fluctuaciones de un mismo campo cuantico. El
Modelo Estandar ha sido sorprendentemente exitoso, predicciones usando el Modelo Estandar encajan
casi a la perfeccion con las mediciones mas precisas jamas realizadas. Alcanzar la version final de esta
teoria tomo décadas de arduo esfuerzo, no fue hasta 2012 que la pieza final faltante predicha por el
Modelo Estandar fue detectada en el Gran Colisionador de Hadrones (Large Hadron Collider, LHC) en
CERN, el bosén de Higgs. Un poco de la historia relacionada con el desarollo del Modelo Estandar se
discute en el capitulo 3.

A pesar del tremendo éxito de la teoria, desde hace ya algunos anos sabemos que el Modelo Es-
tandar no esta completo, es decir, hay fenémenos observados que no pueden ser explicados mediante el
Modelo Estandar. Algunos de estos problemas son: La asimetria de materia y antimateria en el univer-
so, problema de violacién CP fuerte, descripcién incompleta de agujeros negros y desconocimiento de
la naturaleza del 95 % de contenido del universo. De toda la materia y energia que pensamos existe en
el universo, el Modelo Estandar solo describe el 5%, cominmente llamada materia ordinaria, leptones,
quarks, fotones, bosones W y Z, gluones y sistemas compuestos de los mismos. ;Qué hay del 95 % res-
tante? no tenemos idea, al menos las ideas que hemos tenido hasta el momento no han sido exitosas. Se
estima que alrededor del 69 % del universo esta compuesto de energia obscura, esta seria la responsable
de la expansion del universo. El 26 % restante seria la llamada materia obscura, llamada asi porque,
hasta ahora, no ha sido observada mediante técnicas de observaciéon astronémica en ninguna parte del
espectro electromagnético, en otras palabras, no deberia interaccionar con la luz. Sabemos, sin embargo,
que existe por sus efectos gravitacionales, las galaxias giran mas rapido de lo que se esperaria si solo se
considera la masa estimada por medio de observaciones “electromagnéticas”. Adicionalmente, cada vez
son més los resultados experimentales que no encajan con el Modelo Estdndar. Algunos son, la medi-
cion del momento magnético anémalo del muén [1], la observacion de oscilacién de neutrinos [2-4], la
posible no conservacion del namero lepténico |5], y la impactante medicion de la masa del boson W por
parte de la colaboracion CDF II [6]. Estas observaciones apuntan a Fisica mas alla del Modelo Estandar
(Beyond Standard Model, BSM). Algunas ideas proponen una explicacion a estas observaciones a través
de materia obscura, aunque no todos los modelos de materia obscura pretenden resolver estos proble-
mas. En este trabajo atacamos tinicamente el problema de la materia obscura extendiendo el Modelo
Estandar mediante un doblete de campos tensoriales antisimétricos de segundo rango, es decir, en la
representacion (1,0)@(0,1) del grupo de Lorentz.

Quien por primera vez consider6 la posibilidad de que existiera materia no “visible” y estimé cuan-
titativamente la densidad de esta materia obscura en la Via Léactea fue Lord Kelvin [7|. El acercamiento
de Kelvin fue a través de la teoria de los gases, una herramienta particular de la termodindmica. En
1906, Henri Ponicaré inspirado en las ideas de Kelvin y utilizando el término “materia obscura” (“ma-
tiére obscure” en el Francés de la época), corrobor6 las estimaciones de Kelvin [8-10]|. Posteriormente,
alrededor de 1915 - 1930, mediante técnicas més cuantitativas y rigurosas, los resultados de Kapteyn




[11], Jeans [12], Lindblad [13|, Opik [14]| y Oort [15], no se alejaron mucho de lo estimado por Kelvin y
Poincaré. La conclusion era que, de existir la materia obscura, lo mas probable era que su densidad en la
Via Léctea fuera menor o incluso alrededor de la mitad de la densidad de materia visible. Es necesario
recalcar que, a lo que estos pioneros llamaban materia obscura, serian estrellas que orbitan la galaxia,
pero que no emiten ni reflejan luz, o lo hacen muy débilmente tal que jamas serian observadas, y no lo
que actualmente consideramos como materia obscura.

Las primeras observaciones que comenzaron a indicar la presencia de materia “no visible” (materia
obscura) en el universo y que despertaron interés en la comunidad, fueron reportadas por Fritz Zwicky
y Sinclair Smith. Sus anélisis se centraron en estudiar ciimulos de galaxias, su cociente masa-luz' y la
velocidad de dispersion de sus galaxias debido a la expansion del universo reportada en una primera
instancia por Hubble. En 1933 [16] y 1937 |17], Zwicky report6 un analisis del camulo de galaxias Coma.
Utilizando el teorema del virial, determiné la masa de las galaxias y analizando datos de corrimiento
al rojo publicados por Hubble en 1931 [18|, determiné la velocidad de dispersion de estas galaxias y
con ello estimo el cociente masa-luz de las mismas. Sus resultados indicaban que un cociente masa-luz
muy alto seria necesario para que la velocidad de dispersion calculada coincidiera con la reportada por
Hubble de alrededor de 700 km/s. Zwicky infiri6 que, para calcular la masa de las galaxias utilizando
su luminosidad, necesitamos saber cuanta materia obscura esté incorporada en la galaxia en forma de
estrellas frias, cuerpos solidos y gases. La constante de Hubble interviene en estas estimaciones, en los
primeros trabajos de Zwicky el valor reportado de la constante de Hubble era Hy = 558 km/s/Mpc,
actualmente existe una tension entre dos valores diferentes medidos de Hy, uno de Hy = 67.4 km/s/Mpc
[19] y otro de Hy = 73 km/s/Mpc [20]. A pesar de la diferencia del valor de Hy moderno (sea cual sea el
correcto, si no es que ambos) y el de 1931, la velocidad de dispersion en las galaxias del cimulo Coma
implicarfa un alto valor del cociente masa-luz. En 1936, Smith estudié de forma similar el camulo de
Virgo, sus resultados indicaron también falta de masa en el cimulo.

En su articulo de 1937, Zwicky también senalé que no era posible obtener las masas de las galaxias
con mediciones de velocidad de rotacién tinicamente, hacia falta mas informacion. El perfil de velocidad
de rotaciéon de una galaxia es una relaciéon entre la velocidad y una distancia d desde el centro de la
galaxia a la que es medida la velocidad. El estudio de las curvas de rotacion de galaxias fue el parteaguas
que mas ha impactado a la comunidad en pro de la existencia de la materia obscura. Alrededor de 1950, la
tecnologia desarrollada con fines bélicos en la segunda guerra mundial dio lugar al nacimiento del campo
de la radioastronomia. En 1957 van de Hulst y Jean Jacques Raimond [21], reportaron la primera radio-
curva de rotaciéon de la galaxia de Andréomeda, aunque los resultados parecian estar en desacuerdo con
los modelos de rotacion Kepleriana [22| (la velocidad de cuerpos orbitando un centro, es inversamente
proporcional a la raiz de la distancia entre los objetos y el centro), Martin Schwarzschild argumento
que estas observaciones estarian en acuerdo con los modelos para un cociente de masa-luz constante
alrededor de la galaxia [23]. Un par de décadas mas tarde, en 1970 Vera Rubin, Kent Ford y Norbert
Thonnard [24], publicaron mediciones épticas de curvas de rotacion de diez galaxias de alta luminosidad
encontrando que las curvas toman un perfil plano a partir de cierta distancia desde el centro de la galaxia
hasta el radio medido mas lejano. Los modelos tedricos de perfiles de rotacion de galaxias no predecian
este aplanamiento a distancias cada vez mas alejadas del centro de la galaxia, para obtener las altas
velocidades observadas debia haber mas masa de la calculada mediante la luminosidad de las galaxias, la
materia obscura. Otras mediciones como las de Albert Bosma [25| indicaban también un aplanamiento
para los perfiles de rotaciéon incluso con mediciones a distancias mas grandes que el radio observado
opticamente de las galaxias. Esto indicaba presencia de materia obscura mas alla de los bordes de la
galaxia que podemos ver utilizando telescopios. A estas regiones se les conoce como halos de materia

LCociente entre la masa de un objeto y la luz que emite. El Sol se toma como referencia con una cociente masa luz
de 1 masa solar/1 luminosidad solar = 1. La mayoria de galaxias y ctimulos tienen un cociente masa-luz mayor que la
unidad, esto indica la presencia de una gran cantidad de materia que no emite luz.




obscura. Otras observaciones astrofisicas encontraron también aplanamiento de curvas de rotacion e
indicios de regiones masivas mas alla de los radios 6pticos de las galaxias [26-29|.

La historia detras de las lineas de pensamiento y observaciones que dieron lugar a la idea de la
materia obscura, puede ser estudiada en mayor detalle en la recopilacion historica hecha por Gianfranco
Bertone y Dan Hooper [30]. Un ejemplo de una curva de rotacion de la galaxia M33 se muestra en la
figura 1. Es clara la gran diferencia entre la observacion y la prediccion de la contribucion del disco es-
telar y gas visible, la diferencia entre estas dos deberia de ser la contribuciéon del halo de materia obscura.
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Figura 1: Curva de rotacién de la galaxia M33 [31].

Con el problema de la masa faltante sobre la mesa, la comunidad comenzé a proponer ideas acerca
de qué podria estar hecha la materia obscura. Eventualmente, los objetos astrofisicos fueron descartados
como candidatos a materia obscura, estrellas, gas, cuerpos solidos, etc. Otro tipo de materia obscura
bariénica conocida como “MACHQOSs”, Massive Astrophysical Compact Halo Objetcs, compuesta de pla-
netas, enanas cafés, rojas, blancas, estrellas de neutrones y agujeros negros, ha perdido fuerza como
candidato a materia obscura con los anos, una de sus tultimas esperanzas fue la bisqueda de MACHOs
a través de microlentes gravitacionales. Después de recolectar datos por casi siete anos, la colaboracion
EROS detect6 [32, 33] un solo evento candidato de lente gravitacional generada por MACHOs. Esto les
permitié imponer un limite superior de 8 % como la cantidad de masa proveniente de MACHOs en el
halo de materia obscura de la Via Lactea. Una propuesta alternativa de materia obscura bariénica son
los agujeros negros primordiales. La idea es que la materia obscura podria estar formada por agujeros
negros que se crearon antes de la época de la nucleosintesis con masas lo suficientemente pequenas para
estar por debajo de las técnicas de microlentes gravitacionales. La cantidad de este tipo de objetos que
se espera se hayan generado en el universo temprano, es insignificante. Por lo que no podrian aportar la
masa necesaria para empatar las estimaciones de densidad de materia obscura predicha hasta ahora.

Alrededor de 1970, la comunidad de fisica de particulas comenz6 gradualmente a abordar el pro-
blema de la materia obscura. El primer candidato estudiado fueron los neutrinos. El objetivo principal
de esas primeras investigaciones era estudiar la abundancia de neutrinos en el universo y como su masa
afectaria la expansion césmica. Eventualmente, estas ideas fueron utilizadas en el problema de la materia
obscura. En ese momento, los neutrinos eran el arquetipo perfecto de materia obscura, materia que no
interacciona fuerte ni electromagnéticamente, interacttia muy débilmente con los demas fermiones del




Modelo Estandar y es estable. Ademés tienen masa muy pequena, por lo que si son muy abundantes,
podrian resolver el problema de la materia obscura, aunado a esto, viaja a una velocidad cercana a
la de la luz. Se suele llamar cold dark matter (materia obscura fria) a particulas no relativistas y hot
dark matter (materia obscura caliente) a particulas relativistas. Mediante simulaciones numéricas de la
evolucion y expansion del universo, se observd que la materia obscura caliente tiende a formar largas
estructuras primero y tardiamente pequenios halos (tamano galaxia), la materia obscura fria tiene a
formar estructuras en el orden inverso. Gracias a lo anterior y observaciones 3D de galaxias [34], se
concluy6 que cualquier tipo de materia obscura caliente no era buen candidato a materia obscura [35].
Los neutrinos entran en la categoria de materia obscura caliente, por lo que fueron descartados como
candidatos a materia obscura.

El siguiente candidato propuesto fue un nuevo tipo de particula hasta ahora hipotética, los neutrinos
estériles. En el Modelo Estéandar, los neutrinos tienen quiralidad izquierda tinicamente, los campos para
los demés fermiones del Modelo Estandar tienen parte izquierda y derecha. Los neutrinos estériles, de
existir, serfan la componente derecha del campo de los neutrinos e interaccionarian tinicamente mediante
la gravedad. Mediciones recientes de la colaboracion pBooNE [36, 37| han impuesto cotas fuertes que
restringen la posibilidad de que los neutrinos estériles existan.

El siguiente candidato a materia obscura mas estudiado ha sido el gravitino, el companero stuper
simétrico del graviton, la particula hipotética que cuantizaria la gravedad. La supersimetria (conocida
como SUSY) es una extension de la simetria de Lorentz. Estas nuevas simetrias espacio-temporales
relacionan fermiones y bosones, para cada boson, debe existir un “sfermioén” con los mismos nimeros
cuanticos y para cada fermion, debe existir un “bosénino” con los mismos ntimeros cuénticos. Esta teoria
ha sido ampliamente estudiada en las ultimas cuatro décadas por su elegancia y habilidad de resolver
problemas como la unificaciéon del acoplamiento gauge, el problema de jerarquia electrodébil y su éxito
en la unificaciéon de simetrias espacio-temporales con simetrias internas. Parece ser que la supersimetria
es la tnica forma de evitar el teorema de Coleman-Mandula [38] el cual afirma que las simetrias espacio-
temporales e internas no pueden combinarse de una manera trivial. Hasta la fecha no hay evidencia
experimental alguna de la supersimetria ni de la cuantizacion de la gravedad.

Otro candidato fuerte de materia obscura son los llamados “axiones”. Existe en el contexto del Mo-
delo Estdndar un problema conocido como violacién fuerte de CP? que implica, entre otras cosas, un
momento eléctrico dipolar del neutrén de aproximadamente 10'° veces mas grande que las cotas supe-
riores experimentales. Para resolver este problema, Roberto Peccei y Helen Quinn [39, 40| introdujeron
una nueva simetria global U(1) espontaneamente rota que implica la existencia [41, 42| de un pseudo®
bosén de Nambu-Goldstone, el axién. En un rango de masas de m, ~ 107¢ — 107* ¢V, la densidad de
axiones producidos posterior al rompimiento espontédneo de la simetria, es comparable con la densidad de
materia obscura que se estima existe actualmente. Por esta razon, los axiones en ese rango de masas han
sido ampliamente estudiados como candidatos de materia obscura. El experimento CAST ha impuesto
recientemente (43| cotas sobre el acoplamiento axion - fotén, hasta ahora la evidencia experimental no
parece indicar la existencia de los axiones.

Existen propuestas alternativas a la existencia de la materia obscura como lo son las teorias de gra-
vedad modificada. La idea es que, el problema no es que haga falta materia que no hemos detectado en el
universo, sino que nuestra teoria de la gravedad esté incompleta y necesita de correcciones. Las propues-
tas mas conocidas son las llamadas teorias “MOND”, Modified Newtonian Dynamics. El primer intento
[44, 45| de teoria MOND ni siquiera era valida en regimenes relativistas, posteriormente se desarrollaron
versiones relativistas de la teoria |46, 47| pero seguian teniendo problemas con observaciones de lentes

’Esta simetria se discutira en el capitulo 3.1.3.
3Los pseudo bosénes de Goldston no son estrictamente no masivos, son mas bien lo necesariamente ligeros y acoplados
débilmente a bajas energias.




gravitacionales, a escalas de cimulos de galaxias las teorfas fallaban. En 2004, Jacob David Bekenstein
formul6 [48] una version de MOND relativista que resolvia el problema con las lentes gravitacionales
llamada teoria TeVeS, Tensor-Vector-Scalar gravity. A pesar del éxito obtenido, la teoria TeVeS tenia el
problema de no poder explicar datos recopilados del CMB, Cosmic Microwave Background. Reciente-
mente, en 2021 Constantinos Skordis y Tom Ztosnik, publicaron [49| una nueva version de MOND que
explica las observaciones de CMB y lentes gravitacionales.

Para los 80 ya era claro que de existir la materia obscura en forma de particula, debe de estar formada
por materia no bariénica fria, no interaccionar con el fotén e interactuar muy débilmente mediante
la interaccion electrodébil, incluso mediante la gravedad tnicamente. Candidatos de materia obscura
con estas caracteristicas son llamados “WIMPs”, Weakly Interactive Massive Particles. Desde entonces,
ademas de los neutrinos estériles, gravitinos, sneutrinos, etc., se han propuesto una amplia variedad
de candidatos a materia obscura con estas caracteristicas. Existen varios observables que cualquier
candidato a materia obscura debe explicar satisfactoriamente, abundancia de materia obscura en el
universo (densidad reliquia), el flujo de fotones desde galaxias esferoidales enanas y exceso de fotones
desde el centro de la Via Lactea, cotas sobre seccion transversal con nucleones y niucleo (deteccion
directa), curvas de rotacion de galaxias, restricciones de Tully-Fisher, etc. A continuacion, se explican
brevemente los primeros tres.

Un observable importante con el que un modelo de materia obscura debe ser consistente, es la lla-
mada “densidad reliquia” [50]. Instantes después del Big Bang, mucho menores a un segundo, el universo
temprano era una gran plasma césmico primigenio muy denso y caliente. Las particulas fundamentales
interactuaban unas con otras una y otra vez manteniendo el plasma caliente en un equilibrio térmico.
Sin embargo, se cree que algunas de estas interacciones no ocurrieron lo suficientemente rapido como
para mantener las condiciones de equilibrio. De hecho, se cree que este tipo de escenarios dieron lugar a
la nucleosintesis de elementos ligeros en el Big Bang, la formacion de hidrogeno neutro y quiza, la pro-
duccién de materia obscura en el universo primitivo. Se piensa que, la materia obscura experimentd un
freeze-out, esto es, la aniquilacion de materia obscura yendo a particulas del Modelo Estandar se detuvo
debido a que la temperatura del universo cayé por debajo de la masa de la materia obscura. De este
modo, la materia obscura no se aniquilaria por completo y, después de algiin breve periodo de tiempo,
la densidad de materia obscura en el universo se habria estabilizado. Esta densidad de materia obscura
que quedod después del freeze-out, es la llamada densidad reliquia o abundancia reliquia. La abundancia
de algun tipo de particula, como la materia obscura, puede ser calculada mediante la llamada ecuacion
de Boltzman. Mediante esta ecuacion se puede determinar la evolucién de especies? dadas la diferencia
entre las tasas de produccion y aniquilacion de la especie en cuestion. En un modelo de materia obscura
como particula, las tasas de produccion y aniquilacion se calculan mediante las secciones transversales
de interacciones mediadas por portales de materia obscura a Modelo Estandar. La colaboracion Planck
report6 [51] una medicién de la densidad reliquia de materia obscura de Qpyrh? = 0.120 £ 0.001, donde
h es la constante de Hubble en unidades de 100 Km/s/Mpc. Si tomamos por ejemplo h = 0.67, a dia
de hoy la materia obscura representaria alrededor del Qpy; ~ 26 % de la densidad de energia total del
universo.

Otra posible senal de la existencia de la materia obscura, es un exceso sobre el flujo esperado de
rayos gamma alrededor de 2 GeV del centro de la Via Lactea. Lo anterior ha sido senalado por diversos
grupos al analizar datos experimentales de colaboraciones como Fermi-LAT [52-56|. Hasta ahora, se
desconoce la verdadera fuente (o fuentes) de este exceso. Diversos objetos astrofisicos podrian explicar
este fenomeno como lo son los pulsares de milisegundos |57, 58|. Sin embargo, se piensa que este exceso
proviene de aniquilacién de materia obscura a particulas que irradian fotones gamma como el muén, tau,

4Tipos de particulas, materia obscura, neutrinos, etc.




o mediante hadronizacion® de quarks. También el flujo de fotones desde galaxias esferoidales enanas®

impone limites sobre la aniquilacién de materia obscura a dos fotones, pu*u~, T+t~ y bb [59, 60].

En la deteccién directa se busca determinar la seccién transversal de dispersion entre materia
obscura y nticleo o determinar cotas superiores sobre este observable. Los principales experimentos de
deteccion directa de materia obscura (mediante dispersion con ntucleo atomico) en la actualidad son:
DAMA /LIBRA [61, 62|, LUX (63, 64|, PandaX [65] y XENONIT [66]. En la mayoria de los modelos que
buscan explicar estos datos, la interaccion entre niicleo atémico y materia obscura es mediada por Higgs
y boséon Z. Mediante estas interacciones la materia obscura puede ir a particulas del Modelo Estandar,
por esta razon se les conoce como portales. En este trabajo se calcula el observable de seccion transversal
independiente de espin (también conocido como coherent scattering) de dispersion de materia obscura
con nicleos atéomicos de xenén y es comparado con la cota experimental impuesta por XENONIT.

Este documento se distribuye de la manera siguiente: (1) para comenzar, se estudia brevemente el
grupo de Lorentz, sus representaciones irreducibles y su relacion con el grupo SU(2). (2) En el segundo
capitulo se discuten las simetrias y ecuaciones de evolucion de una teoria de campo escrita en un forma-
lismo lagrangiano. Obtenemos también las ecuaciones de evolucion para campos que se transforman bajo
la representacion de Klein Gordon, Dirac y Weinberg (como ya se mencion6, en este trabajo se propone
que en esta tltima representacion podria encontrarse la materia obscura), primero como proyecciones
sobre espacios de paridad bien definida y después mediante un formalismo lagrangiano. (3) En el tercer
capitulo se discuten las simetrias del Modelo Estandar asi como el rompimiento espontaneo de la simetria
en el minimo Modelo Estdndar. También se explora una de las teorias de campo cuantico mas sencillas,
la electrodindmica cuéntica espinorial, en la que introducimos las llamadas reglas de Feynman. (4) En el
cuarto capitulo se muestra el rompimiento espontaneo de la simetria para el Lagrangiano propuesto en
este trabajo. Los términos de masa y reglas de Feynman para interaccion entre materia obscura y Higgs,
Z, son calculadas explicitamente, pues son las necesarias para calcular la seccién transversal reportada
por la colaboracion experimental XENONIT. (5) Posteriormente se discute brevemente la forma de ope-
racion del experimento XENONIT y se muestra el calculo del observable o, reportado por XENONI1T
en el modelo propuesto. Se muestra también el analisis utilizado para obtener los resultados y se discuten
los mismos. (6) Finalmente, se resume el trabajo presentado en este documento y se discuten algunas
implicaciones de los resultados obtenidos.

5Los quarks no existen como particulas aisladas, siempre estan enlazados a otros quarks mediante la interaccion fuerte.
Al generarse un quark se genera otro par quark-antiquark del vacio generando hadrones emitiendo en el proceso jets de
particulas como rayos gamma.

6Estas galaxias esferoidales enanas son llamadas también galaxias satélite de la Via Lactea. Son mas pequeias y viajan
en orbitas influenciadas por la Via Lactea “acompanando” a la misma.




1 EL GRUPO DE LORENTZ

1. El grupo de Lorentz

Hasta ahora, uno de los pilares fundamentales de la fisica moderna es la simetria de Lorentz,
esta nos dice que las leyes de la fisica deben mantener la misma forma en todos los marcos de referencia
inerciales’. Esta idea de invariancia de un sistema fisico bajo un cierto tipo de transformaciones espaciales
fue estudiada en una primera instancia por Galileo alrededor del ano 1600. A la teoria de Galileo se
le conoce actualmente como relatividad Galileana, esta es consistente con las leyes de movimiento de
Newton. Esta descripcion se considerd correcta durante mucho tiempo y atn es de utilidad, sin embargo,
el 30 de junio de 1905 Einstein present6 su teoria de la relatividad especial y cambié por completo
nuestra forma de percibir el tiempo y el espacio. Previo al trabajo de Einstein, James Clerk Maxwell
habia ya desarrollado la teoria clasica del electromagnetismo unificando el trabajo de Faraday, Ampere
y Gauss. Una de las predicciones de la teoria era la velocidad constante de una onda electromagnética
que se propaga en el vacio, este fue uno de los resultados que pusieron a Einstein en el camino correcto.
De hecho, la teoria clasica del electromagnetismo es consistente con la relatividad especial, estaba ya
codificada en su interior lo que después seria conocido como invariancia de Lorentz. En la relatividad
especial, hay cantidades que pueden depender o no del sistema de referencia, aquellas que son invariantes
ante cambios entre marcos de referencia son llamadas escalares de Lorentz. No todas las cantidades fisicas
son escalares de Lorentz, la energia por ejemplo siempre depende del marco de referencia desde el que
es medida. A pesar de que la invariancia de Lorentz es un pilar fundamental de la fisica moderna, se
ha considerado que quizd no es un aspecto tan fundamental de la naturaleza como se piensa hasta
ahora. Recientemente se reportd [67, 68] por primera vez la supuesta observacion de “birrefringencia
cosmica’. Este efecto rota la polarizacion lineal del fondo césmico de microondas y puede ser modelado
en teorias de tipo Chern Simons que no preservan la simetria de Lorentz [69]. Aunque los autores afirman
una medicion con un 99.2% [67] y 68 % [68| de nivel de confianza, hace falta que otras colaboraciones
reproduzcan estas mediciones. De confirmarse lo anterior, la relatividad especial sufriria modificaciones.

En este capitulo se discuten el grupo de Lorentz y sus representaciones irreducibles. Una particula
es representada por un campo con la mayor cantidad de ntimeros cuanticos bien definidos, masa, carga,
espin, etc. En la teoria cuantica estas propiedades estdn dadas como los valores propios de operadores
hermiticos que representan a variables dinamicas, por lo que para describir a las particulas es necesario
diagonalizar la mayor cantidad posible de estos operadores. Una propiedad fundamental en este sentido
es el espin de las particulas (momento angular intrinseco) que surge de la caracterizacion de las rotaciones
en el espacio. Para describir esta propiedad en un régimen relativista se debe hacer un estudio del grupo
de Lorentz y sus representaciones irreducibles.

"Un marco de referencia inercial es aquel que se mueve a velocidad constante respecto de un observador.
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1.1. Transformaciones de Lorentz
En la teoria de la relatividad especial, Einstein propone los siguientes postulados:
I. La velocidad de la luz es la misma en cualquier marco de referencia inercial.

II. Las leyes de la fisica deben ser las mismas, es decir invariantes, en cualquier marco de referencia
inercial.

Consideremos dos marcos de referencia inerciales S y S’ alineados a lo largo del eje z. El marco S’ se
mueve a velocidad v en direccién de z!. El origen de ambos marcos de referencia coincide en un tiempo
t=t=0.

A A

Figura 2: Movimiento relativo entre S y S’.

La relacion entre las coordenadas de los sistemas S y S’ estd dada por las transformaciones de Lorentz

20 =52 - Bz') , =@ -p2") | =2 |, =21 (1.1)

donde 2° = ¢t, B=v/c y v=1/4/1— B2 Estas relaciones nos permiten encontrar las coordenadas
en S’ dadas las coordenadas en S. Las transformaciones inversas estan dadas por

mO — ,7(%/0 +ﬁl‘/1) ’ l’l — ’}/(l‘ll +B~T/O> ) (1.2)

La tnica diferencia es el signo que acompana a § = v/c. Es decir, la transformacion inversa la podemos
obtener cambiando f — —f (y las correspondientes cantidades primadas) lo cual tiene sentido, pues
desde la perspectiva del marco S’ es el marco S el que se mueve a la izquierda.

Es sencillo observar que

(2" —x-x= (2" -2 -2 |, (1.3)

es invariante, es decir, no depende del marco de referencia. Es conveniente definir entonces los siguientes
arreglos de coordenadas
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= (2%, x) = (2% 2", 2% %), x, = (wo, —x) = (20, 71, Ta, 73) (1.4)

donde 2° = xg y x; = —a7 para j = 1,2,3. El arreglo de coordenadas z* representa un evento en el
espacio tiempo. De este modo podemos reescribir la expresion en (1.3) como

tlr, =2V, (1.5)

se entendera la suma sobre pares de indices repetidos uno como superindice y otro como subindice
en “productos” (esto se conoce como contraccion de indices), esta es la convencién de sumacion de
Einstein. Esta expresion es un producto escalar en un espacio-tiempo plano®, también llamado espacio
de Minkowski. Las cantidades de la forma

'z, (1.6)

son llamados escalares de Lorentz. Del estudio de las propiedades geométricas del espacio tiempo, el
objeto que codifica la estructura geométrica del mismo se conoce como “métrica”; su forma es inducida
por el producto escalar. En un espacio-tiempo de Minkowski la métrica esta dada por

1 0 0 0

,_ [0 -1 0 o0

=10 0 -1 0 ’ (L.7)
00 0 -1

siendo simétrica en sus indices. Esta dicta la forma del producto escalar en el espacio-tiempo en cuestion.
En términos de la métrica, podemos escribir

=g, . (1.8)

En general, se define una transformacion de Lorentz como

¥ = At (1.9)

de manera que deje el producto escalar invariante, ver ecuaciéon (1.5). Para los objetos de la forma z,
la transformacion es

.ZUL == guaa':/a == gyaAa#x“ = AVM[L'M . (]_]_0)

8 A este espacio-tiempo se le llama “plano” porque no hay una deformacién espacio-temporal, sin embargo, la geometria
del espacio-tiempo es hiperboélica.
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Los objetos que se transforman como lo hace z* se conocen como cuadrivectores contravariantes y los
que se transforman como lo hace z,, como cuadrivectores covariantes. Para la transformacion en (1.1),
el operador A*, toma la forma

(1.11)

o= O O
_ o O O

con el indice u denotando filas y v columnas.

El conjunto de las transformaciones de Lorentz forman un grupo. Un grupo G, definido bajo una
cierta operacion binaria, es con conjunto de elementos que cumple lo siguiente: (1) existe la identidad.
(2) Para cada elemento del grupo, existe el inverso. (3) Es asociativo bajo la operacion binaria. (4) Es
cerrado bajo la operacion binaria. Sustituyendo (1.9) en (1.5), podemos comenzar a caracterizar el grupo
de Lorentz

g, N N " = g oata” (1.12)

renombrando los indices, la regla que toda transformacion de Lorentz debe cumplir es entonces

gVMA“ﬂA”U =85 - (1.13)

Consideremos el elemento 00 de la métrica en el lado derecho

8, NNy =8p=1 , (1.14)

efectuando la suma sobre p y v se obtiene

(A00)2 =1+ AjoAjo ] (1.15)

aqui se entiende la suma sobre los indices latinos repetidos de 1 a 3, lo cual es un abuso de notaciéon
ampliamente usado. Es claro que

(A%)?>1 . (1.16)

Las dos posibles soluciones son

A% >+1 , A%< -1 (1.17)
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por lo tanto, dentro del conjunto de transformaciones de Lorentz, una transformacion A¥, cumple con
A% < —1 6 AY% > 1. Con estas restricciones, podemos clasificar elementos del grupo respecto a su
componente A’,.

La ecuacion (1.13) también se puede escribir como

AN =5, (1.18)

Calculemos el determinante en la ecuacion (1.18), debemos reescribir esto como un producto matricial
de la siguiente manera

(Auo)TgauAu,B = gt/ﬁ : (119>
Tomando el determinante
det (ATgA) = det(g) = -1 (1.20)
se obtiene que
[det (A)]* =1 , det(A) =41 . (1.21)

Por lo tanto, dentro del conjunto de transformaciones de Lorentz, una transformacion A*,, puede tener
determinante 1 6 -1, esto crea un nuevo par de clasificaciones dentro del grupo,

1 , A es una transformaciéon continua
det (A) = (1.22)

—1 , A es una transformacion discreta

Las transformaciones tales que det (A) = 1 también son llamadas propias y las que cumplen con
det (A) = —1 son llamadas impropias. Podemos imponer el siguiente par de restricciones sobre el grupo
de Lorentz

det (A)=1 , A% >1. (1.23)

En este nuevo conjunto solo hay transformaciones continuas, es decir propias, y con componente 00 mayor
) )

o igual que la unidad, es decir “ortocronas”, de tiempo correcto. Este nuevo grupo es llamado grupo propio

ortocrono de Lorentz o en ocasiones grupo de Lorentz restringido y es el més simple de todos, pues es el

que tiene menos elementos y mas restricciones. Suele denotarse por SO'(1, 3) haciendo referencia a una

dimension temporal y tres espaciales. S hace referencia a special (operadores con determinante igual a

la unidad) y O hace referencia a orthogonal (operadores con su transpuesta igual a su inverso). Algunos

11
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autores suelen denotarlo como .i”l . Se puede demostrar que SOT(1,3) es un subgrupo del grupo de
Lorentz. Ya que no es posible que una transformacién de parametros continua salte de det(A) = 1 a
det(A) = -1, 0 de A% > 1 a A% < 1, cualquier transformacién de Lorentz que pueda ser obtenida de
la identidad a través de una transformacion continua de parametros debe tener det(A) y A% del mismo
signo que la identidad, y, por lo tanto, debe pertenecer al grupo propio ortocrono de Lorentz.

Dentro de las posibles transformaciones espacio-temporales que podemos realizar en y entre marcos
de referencia se encuentran los boosts, rotaciones, traslaciones espacio-temporales e inversiones tempo-
rales y espaciales (transformacion de paridad).

. !
e Boost : Un boost conecta un sistema de coordenadas x* con otro de coordenadas z # que se mueven a
una velocidad constante relativa v uno del otro.

e Rotaciones : Las rotaciones de un sistema coordenado dentro de un mismo marco de referencia son
descritas por matrices especiales y ortogonales. Cambian la orientacion de los ejes coordenados, mante-
niendo la perpendicularidad entre ellos.

e Traslaciones : Una traslacion de coordenadas dentro de un mismo marco de referencia es representada
por z# — x* + a*, donde a* es un cuadrivector de componentes de reales. Es un cambio en el origen de
coordenadas, que puede ser, tanto espacial como temporal.

e Inversiones espaciales : Esto se logra mediante el operador P*, = diag(1,-1,-1,-1), solo afecta las com-
ponentes espaciales, también es llamada transformacion de paridad. Es una inversion de las direcciones
de los ejes coordenados, € — —x .

e Inversiones temporales : Esto se logra mediante el operador de paridad T#, = diag(-1,1,1,1), solo afecta
las componentes temporales. Es la inversion del sentido de flujo del tiempo ¢ — —t.

El tnico tipo de transformacién que no se realiza mediante operadores de la forma A*, son las
traslaciones espaciales, por lo que en general una transformacion de Lorentz esta dada por

ot — 2 = A ¥ 4 at . (1.24)

Este conjunto de transformaciones forman el llamado grupo de Poincaré (grupo inhomogéneo de Lo-
rentz). Es el grupo de transformaciones mas general posible. Las transformaciones con a* = 0, forman el
grupo grupo homogéneo de Lorentz. El estudio del grupo de Poincaré se reduce al estudio del subgrupo
propio ortocrono mas transformaciones de inversion temporal y espacial [70]. Es importante recalcar que,
para que las transformaciones de Lorentz formen un grupo, ademas de boosts necesitamos rotaciones.
El conjunto de rotaciones SO(3), forma por si mismo un grupo. Por otro lado, el conjunto de boosts
no forma un grupo. En general, si efectuamos una serie de boosts en diferentes direcciones respecto de
un marco de referencia S, la transformaciéon total puede no ser representada por un boost. Es decir, el
conjunto de boost no es cerrado. Para cerrar el conjunto necesitamos de las rotaciones.

12
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1.2. Algebras de Lie

El grupo propio ortocrono de Lorentz depende de parametros continuos, tales grupos son conocidos
como grupos de Lie. Uno de los conceptos fundamentales para el estudio de estos grupos son los llamados
generadores de las transformaciones del grupo. Ademas, podemos representar los elementos del grupo
mediante diferentes objetos mateméaticos preservando las propiedades fundamentales del grupo. Esto se
conoce como representaciones del grupo, el tipo de representacion mas comin es la matricial. Dentro
de las representaciones matriciales hay diversos tipos de representacion, como lo son: La representacion
estandar, adjunta y las llamadas representaciones irreducibles, este tltimo tipo de representacion sera
discutido mas adelante.

Comencemos definiendo los generadores para tener una descripcion completa del grupo. Se dice
que, un grupo de Lie contiene elementos cercanos a la identidad, una transformacioén continua cercana
a la identidad se puede escribir como

fle) =14 Xe |, (1.25)

donde € es un ntimero real mayor que cero pero mucho menor que la unidad y X un operador lineal. Este
tipo de transformaciones donde las cosas apenas cambian son llamadas infinitesimales, si aplicamos una
transformacion infinitesimal repetidas veces el resultado debe ser una transformacion finita, aplicamos
la transformacioén anterior k veces

h(g) = (1 + Xe)(1 + Xe)..(1 + Xe) = (1 + Xe)* . (1.26)

Supongamos ahora que aplicamos la transformacion N veces, donde N es un ntumero muy grande tal
que € puede ser escrito como ¢/N, donde ¢ es un parametro real y continuo

g(p) = (]1 +% >N , (1.27)

tomando el limite donde N tiene a infinito obtenemos que

g9(¢) = lim <Il + EX)N _ e : (1.28)

N—0 N

en algun sentido, el objeto X genera la transformacion finita g, por esta razéon X es llamado un “gene-
rador” de la transformacion. Supongamos que los elementos del grupo son matrices cuadradas (como lo
son las transformaciones de Lorentz) tal que podemos expandir las transformaciones en series de Taylor
para un elemento particular del grupo alrededor de la identidad. Esto significa que el pardmetro ¢ es
pequeno, de otro modo la serie de Taylor podria no converger al elemento del grupo. Haciendo esto
obtenemos que

dg
— p— 5 ]..29
a5, X (1.29)

13
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la idea detras de todo esto es que, podemos aprender mucho acerca del grupo estudiando los generadores,
lo cual es més sencillo. Como hemos mencionado, los grupos continuos pueden ser estudiados via grupos
de Lie y sus algebras. Para un grupo de Lie cuyos elementos son matrices cuadradas, su algebra de Lie
se define como:

Sea G un grupo matricial de Lie, el dlgebra de Lie de G denotada por g, es el conjunto de todas las
matrices X tales que

etX eG ,VteR . (1.30)

En general, un algebra sobre un campo K, es un espacio vectorial V' equipado con un producto
bilinear entre los elementos de V. En un grupo matricial de Lie, la operaciéon binaria entre elementos del
grupo es simplemente el producto ordinario entre matrices que, en general, no es conmutativo. Para los
elementos del algebra de Lie, la operacion bilinear que “transforma” el espacio vectorial en un algebra,
es el bracket de Lie (también llamado conmutador), cada par de elementos en el algebra deben obedecer
esta regla. De hecho, el dlgebra es cerrada bajo el bracket de Lie que se define’ como

X,Yeg , [X,Y]=-[V,X]=XY-YX=Weg , (1.31)

el cual es antisimétrico y bilineal. Los elementos del algebra satisfacen también la identidad de Jacobi

X[V, 2] + V2, X] + [Z,[X, Y] =0 . (1.32)
En fisica, la convencion utilizada para grupos matriciales de Lie es e y el algebra es frecuentemente
definida como el espacio de todos los elementos de grupo infinitesimales. La literatura en fisica no siempre
hace una distincion clara entre el grupo matricial de Lie G, su édlgebra g y el bracket de Lie. En fisica,
es casi una convencion llamar al bracket de Lie “el algebra del grupo”.

Otras caracteristicas importantes de un algebra de Lie son las siguientes

Sea g un dlgebra de Lie real o compleja y X; una base para g, entonces se satisface que

(X, X;] = Z Cijk Xk (1.33)
k=1

las constantes c;j, son llamadas constantes de estructura de g, estas determinan el bracket de Lie y
satisfacen las siguientes propiedades

Cijk + ik =0, (1.34)
Z (Cijmcmkl + CikmCmil + Ckimcmjl> =0 ’ (135>

estas identidades se derivan de la definicion del bracket de Lie y la identidad de Jacobi.

9En realidad, esta expresién tiene una razén de ser fundamental. Puede ser derivada usando el hecho de que los
elementos del grupo de Lie varian de forma suave respecto los parametros del grupo. Para méas en esto ver [71].

14



1.3 Los generadores del grupo de Lorentz 1 EL GRUPO DE LORENTZ

Es mas sencillo estudiar las algebras de Lie que sus grupos asociados, por lo general es posible
encontrar una base de matrices diagonales por bloques para los generadores. La mayoria de las preguntas
acerca de grupos de Lie puede ser respondida considerando un problema similar en el espacio del algebra
de Lie. Es importante recalcar que no todas las algebras de Lie estan formadas por matrices, pero
afortunadamente, es suficiente estudiar grupos matriciales de Lie y sus algebras, pues el teorema de Ado
asegura que toda algebra de Lie es isomorfa a algtn algebra matricial de Lie [72].

1.3. Los generadores del grupo de Lorentz

Ahora que sabemos qué son los generadores de un grupo, se discuten los generadores del grupo
de Lorentz y sus brackets de Lie. Como se mencioné al principio del capitulo, las transformaciones que
podemos hacer sobre marcos de referencia son boosts y rotaciones. Por ejemplo, un boost con velocidad
u en la direccion del eje z* (también llamada transformacion pura de Lorentz) est4 dada por el operador

v =B 0 0 cosh(¢) —sinh(p) 0 0
— 00 —sinh cosh 0 0

pey=| 77 7 D0 o] @) o) D0 —cesh) L (136)
0 0 01 0 0 0 1

con ¢ un parametro real conocido como “rapidity”. De forma similar, podemos encontrar los operadores
L%(p) v L*() que representan boosts a lo largo de los ejes 22 y 2% respectivamente. Siguiendo (1.29), y
la convencion en fisica, los generadores de los boosts estdn dados por

A oL’
K =7 — , (1.37)
do |,
sus formas explicitas son

0 —2 0 0 0 0 — 0 0 0 0 —g

1| —¢ 0 00 5 0 0 0 O 3 0 00 O
K= 0 0 00 , KT = — 0 0 0 , Ko = 0 00 O (1.38)

0 0 00 0 0 0 O - 0 0 0

De manera similar para las rotaciones, una rotacién por un angulo ¢ alrededor del eje x! es repre-
sentada por el operador

10 0 0
R(¢) = 8 é coso(qﬁ) — Si?l(qb) (1.39)
0 0 sin(¢) cos(¢)

Podemos encontrar los operadores R?(¢) y R*(¢) que representan rotaciones alrededor de los ejes 2 y

2? respectivamente. Los generadores de las rotaciones estan dados por

15
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) J
J]:iaa%, (1.40)
0
000 O 00 00 00 0 0
. looo o ) 00 0 i s oo —io
T =1000 =i =10 0 0o =0 0o (1.41)
00 i O 0 —i 0 0 00 0 0

En general, una transformacion de boost y rotacion del grupo propio ortocrono de Lorentz se puede
escribir como

A, p) = ot (1.42)

los brackets de Lie de los generadores son

[J4 ] = iegnd® | (1.43)
[K' K] = —iginJ® (1.44)
[J' K| = igij K* . (1.45)

El conmutador en (1.43) es el algebra de Lie del grupo de rotaciones SO(3). Los generadores J7 del
grupo de rotaciones son los operadores de momento angular en unidades de & y son hermiticos. Por otro
lado, los generadores K7 son antihermiticos. Obsérvese que los generadores de los boosts no cierran su
algebra, indicando que por si solos los boosts no forman un grupo como ya se habia mencionado. Se suele
definir un tensor antisimétrico M*” de 6 elementos independientes, los 6 generadores J7 y K7

J = <M23,M31,M12> , (1.46)
K— (MOl,M02,M°3) . (1.47)

Los conmutadores en (1.43 - 1.45) pueden reescribirse en un solo conmutador

(M, MP] = —z‘(gWM”ﬁ 4 guB M — grBppre g”a]\/[“5> , (1.48)

Utilizando lo anterior, la transformacion de Lorentz en (1.42) se puede escribir como

_ 3 12%
Qwuyﬂl

Ao.p) =€ : (1.49)

con w,, una matriz real antisimétrica que contiene a los parametros de rapidity y angulos de rotacion.
De este modo completamos la caracterizacion del grupo propio ortocrono de Lorentz. En la siguiente
seccion, discutiremos las llamadas representaciones irreducibles del grupo de Lorentz.
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1.4. Las representaciones irreducibles del grupo de Lorentz

A continuacion se introducen los importantes conceptos de representacion y representacion irredu-
cible. Una representaciéon de un grupo G, es otro grupo G tal que a cada g € G, le corresponde uno
y solo uno de g € G. En general, lo opuesto no es verdad. Debe ser que G tenga la misma regla de
multiplicaciéon que G. Si mediante un cambio de base todos los elementos de G se reducen a una forma
diagonal por bloques, la representacion es llamada reducible. Si ningtin otro cambio de base produce que
todos los elementos de la representacion sean diagonales por bloques, entonces la representacion es lla-
mada “representacion irreducible” (irrep'’). De la misma manera se pueden definir las representaciones
irreducibles de los generadores del grupo.

Para estudiar las representaciones irreducibles del grupo de Lorentz es conveniente discutir primero
las representaciones del grupo de rotaciones en tres dimensiones ya que estos grupos estan intimamente
relacionados. Lo anterior, refleja una intima relacién entre el espin y las propiedades geométricas de
rotacion del espacio-tiempo. Del estudio de las transformaciones de rotacién continuas, sabemos que
para un sistema cuantico con un Hamiltoniano H , cuando se hace una rotacion del sistema coordenado,
los estados cuanticos también se transforman, esta transformacion es representada por

D(n,0) =€ , (1.50)

donde m es un vector unitario y

J=(J"J% ) (1.51)

son elementos del algebra Lie de la representacion del grupo de rotaciones SO(3). El bracket de Lie de
los generadores es

[JE T =g d® . (1.52)

Para construir una completa y apropiada descripcion de las rotaciones sobre estados cuénticos, definimos
el operador

JP=J-J=)+ )+ () . (1.53)

Si D(n, 6) puede ser escrito en forma diagonal por bloques cuadrados mediante un cambio de base,
sin que se pueda reducir maés, la forma explicita de los operadores es una representacion irreducible. Para
encontrar las irreps de D(n, 0), se debe encontrar una base donde la mayor cantidad de operadores sean
diagonales simultdneamente. Dado el bracket de Lie, solo se puede diagonalizar uno de los operadores
J7, es una convencion diagonalizar J? ya que sus valores propios estédn relacionados con la proyeccion
de espin a lo largo del eje z. También es sencillo verificar que'!

OTyreducible representation.
HTos conmutadores con el Hamiltoniano se cumplen siempre y cuando las rotaciones sean una buena simetria.

17



1.4 Las representaciones irreducibles del grupo de Lorentz 1 EL GRUPO DE LORENTZ

J%,J1=0 , [J:,H =0 , [J H=0 . (1.54)

por lo tanto, podemos diagonalizar H , J? v J3 simultaneamente. De este modo, el conjunto completo de
observables que conmutan (CSCO) es {ﬁ ,J?, J3} y los estados cuéanticos son completamente descritos
por tres valores propios. Debido a que solo los operadores J? y J? son necesarios para construir las
representaciones irreducibles del grupo, omitiremos los valores propios de H. Las ecuaciones de valor
propio para los operadores son |73, 74]

J?j,m) =3 +1)[5m) (1.55)
J3j,m) =mlj,m) (1.56)

donde los valores propios son
j=0,%,1,32 5 . | (1.57)

Los subespacios generados para un j dado, son las representaciones irreducibles del grupo de rotaciones,
una representacion irreducible describe un espin j. El caso j = 1/2 es de particular importancia, el grupo
generado por estos J7, es SU(2). Ocurre que a nivel cuantico es més fundamental SU(2) que SO(3), por
lo que de ahora en adelante nos referiremos al grupo de rotaciones como el SU(2). Para sistemas de una
particula, la dimension del espacio de Hilbert'? estd dada por dim(#H) = 2j + 1. Para sistemas de dos
particulas por ejemplo, la base del espacio estarda dada por todas las posibles combinaciones entre los
estados del espacio de cada particula, para “combinar” los espacios se toma el producto tensorial entre
estados.

Regresemos a los generadores del grupo de Lorentz y definamos dos nuevos operadores

Aj:%<Jj—in> , Bj:%<Jj+in> . (1.59)

Recordemos que J7 es hermitico y K7 antihermitico, por lo tanto, los operadores A7 y B’ son hermiticos.
Bajo una transformacion de paridad, los generadores se transforman como

J—J , K — K | (1.60)

A — B | B —A (1.61)

paridad intercambia izquierdo por derecho, en este contexto, se suele llamar a los operadores como

2Espacio vectorial complejo en el que se representan estados cuénticos.
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Al — J), . Derecho (Right) (1.62)
B — JJ . TIzquierdo (Left) . (1.63)

Es sencillo calcular las reglas de conmutacion

iy J7) =0, (1.64)
[T, T4 = icind (1.65)
[Ji, Ji] = deipnJr . (1.66)

Ahora, una transformacion de Lorentz esta dada por

A, p) = ot (1.67)

de la definicién de A7 y BJ
Ji=JL+ g K= i(J; - Ji) , (1.68)
por lo que podemos reescribir la transformaciéon de Lorentz como
Ya que Jk y J{ conmutan, podemos separar las exponenciales
Al tener J}, y Ji el mismo bracket de Lie que SU(2), entonces cada transformacion

—iJr-(p—ip)

e Wr(etie) o , (1.71)

tiene la misma regla de multiplicacion que SU(2), la diferencia con SU(2) es que los parametros de la
transformacion son complejos, entonces

e RO sua2) , e TECT) sy (1.72)
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dado que el grupo de Lorentz no es unitario. Por lo anterior, el grupo propio ortocrono de Lorentz puede
ser caracterizado como

SO'(1,3) ~ SUR(2) ® SUL(2) (1.73)

Las irreps de SO¥(1,3), también son irreps de SUr(2) @ SUL(2). Es por esta “factorizacion” que se inici6
con las representaciones irreducibles del grupo de rotaciones. Bajo paridad, los grupos generados por Jy
y J7 se transforman como

Ya que los generadores JIJ% y Ji satisfacen las mismas reglas de conmutacion que los generadores de
SU(2), los valores propios de J% y J3 son los mimos que los de J? y J3, lo mismo ocurre para el grupo
izquierdo. Para poder describir completamente al grupo de Lorentz necesitamos dos nameros, jr y Jr,
estos son los valores propios de los generadores J (2R /L) Las irreps del grupo de Lorentz son cominmente
denotadas como

(Jr,J1)

Las representaciones de la forma (jg, 1) no tienen momento angular bien definido. Para tener momento
angular bien definido es necesario que alguno de los valores propios sea 0, las representaciones (jg,0) y
(0,71), si tienen momento angular bien definido, pero no tiene paridad bien definida. En cada (jg, 1)
podemos encontrar diferentes tipos de objetos, por ejemplo:

(0,0) — Escalares con espin cero como el boson de Higgs, Kaones, Piones, etc.
(2,00 — Espinores derechos de espin 1/2.
(0,5) — Espinores izquierdos de espin 1/2.
(%, %) —  Particulas de tipo cuadrivector con espin 1 como el fotén, gluon, W= y boson Z.
3.1)
—  Objetos con espin 3/2 o 1/2.
(1,3)

(1,1) —  Objetos con espin, 0, 1 0 2 como los gravitones.

Bajo paridad, las irreps se transforman como

(Jr.gr) —  (Jr.Jr) (1.76)
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en general las ¢rreps no son invariantes bajo transformaciones de paridad a menos que jzp = jr. Una
manera de construir espacios invariantes bajo paridad es tomando la suma directa

(Jr.J) ® (Jr.dr) , JrFJL

las representaciones de la forma (7,0) @ (0, j), ademas de ser invariantes bajo paridad tienen momento
angular bien definido, se les llama estados de espin puro. Si paridad es una buena simetria, las irreps
que deberiamos utilizar son

por ejemplo:

(0,0) —  Klein Gordon, 0 - espinores, esto es, particulas escalares con espin 0.
(2,00 (0,1) — Dirac, 1/2 - espinores, esto es, particulas espinoriales con espin 1/2
como leptones, quarks, protones, neutrones.
(2,00®(0,3) — La ecuacion de evolucion relacionada con esta érrep contiene derivadas

de tercer orden en el tiempo y energias no acotadas, por lo tanto no
se considera una irrep fisica.

(1,0) ® (0,1) — Weinberg, 1 - espinores, esto es, particulas con espin 1. Hasta el momento
no se han detectado particulas descritas bajo esta irrep, en este trabajo
de tesis se propone que la materia obscura podria pertencer a esta irrep.

(5,1)®(1,5) — Rarita-Schwinger, particulas de tipo espin-vector masivas, en ocasiones
llamada electromagnetismo masivo. Predice particulas super luminicas
en presencia de un campo electromagnético, por lo que esta irrep no se

considera fisica. Ademas, el momento angular no esté bien definido.

Cada una de estas representaciones tiene una ecuaciéon de evoluciéon asociada para los estados de espin
descritos en la representacion. Es muy importante observar que hay diferentes representaciones irreduci-
bles del grupo de Lorentz en las que podemos encontrar particulas con el mismo espin pero diferente
fisica.
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2. Teoria de Campo

Discutamos ahora las irreps generadas para j = 0, 1/2, 1. Para comenzar, se deriva la ecuacion de
evolucion para los campos de cada representacion partiendo de estados con paridad bien definida en un
marco en reposo, al efectuar un boost a un marco en el que el campo tenga momento general p* = (F, p)
obtenemos la ecuaciéon de evoluciéon para los campos. Después plantearemos el formalismo Lagrangiano
para estas ecuaciones.

Todo sistema fisico tiene asociada una cierta densidad Hamiltoniana (que llamaremos simplemente
Hamiltoniano) H el cual permite obtener la evolucién temporal del sistema. Una desventaja de utilizar el
Hamiltoniano para describir un sistema, es que no es invariante de Lorentz. En general, en cualquier teoria
relativista nos gustaria que las ecuaciones sean explicitamente invariantes de Lorentz. Por lo anterior,
es conveniente partir de una densidad Lagrangiana (que llamaremos simplemente Lagrangiano) £ . El
Lagrangiano de una teoria debe ser escalar de Lorentz. Es posible encontrar el Lagrangiano partiendo de
un Hamiltoniano dado mediante una transformaciéon de Legendre, por lo que ambas descripciones son
equivalentes. Ambos formalismos son tutiles para establecer la teoria de campos cuanticos, lo que aqui
no se discute. El resultado de interés para nosotros de una teoria de campo cuantico son las reglas de
Feynman, estas se pueden leer facilmente a partir del Lagrangiano y nos permiten calcular la probabilidad
de que ocurra una interaccion particular entre campos.

También se discutiran las propiedades de transformacion del Lagrangiano ante diferentes tipos de
transformaciones y las simetrias asociadas a las mismas. Una de estas simetrias llamada de gauge, es de
fundamental importancia en la teoria de campos cuanticos.

Para concluir, se discute un de las teorfas de campo cuantico més sencilla, la Electrodinamica
Cuantica.

2.1. La representacion (0,0)

Esta representacion del grupo de Lorentz es la méas sencilla de todas. Los campos descritos en esta
representacion son de espin 0. Los estados en esta representacion no se transforman bajo Lorentz, por
esta razéon también son llamados escalares. En esta representacion j = 0, solo hay un posible estado de
espin. Todos los operadores en esta representacion son nulos

JT=r=r=J'=0 , (2.1)

el operador de rotaciones es la identidad,

D'=e =1 . (2.2)

La ecuacion asociada a esta irrep es la llamada ecuacién de Klein Gordon. Para obtener esta
ecuacion, basta con cuantizar a primer nivel la relacion de dispersion de Einstein, es decir, reemplazar
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los observables y variables dinamicas por los correspondientes operadores de la mecénica cuéntica y
actuar los operadores sobre una funciéon de onda ¢(z#)

E*=|p['+m® — =0 ¢(z") = (=V*+m*)g(a") | (2:3)
(8080 + 89@ + m2)¢($#> =0 y (24)
(60, + m*)o(a") =0 . (2.5)

esta ecuacion tiene soluciones de energia positiva y negativa

E==£|p|>+m? . (2.6)

No se espera que un particula libre tenga energia negativa, ademaés, esto implica “probabilidades” no
definidas positivas. El verdadero problema no son las energias negativas como tal, en realidad es que no
hay un limite inferior de energia, por lo que una particula siempre puede decaer a un estado més bajo
de energia, emitiendo energia en el proceso, esto no se observa en la naturaleza.

2.2. La representacion (3,0)6(0,1)

Esta representacion es llamada de Dirac, describe estados de espin 1/2. Los estados que forman la
base de cada subespacio son

o’ 3.0
J == J2:(4 ) , (2.8)
2 0 3

donde ¢/ son las matrices de Pauli. El operador de rotaciones es

_ilzn cos(0/2) — in3sin(6/2 —i(n' —in?)sin(h/2
D%(Q)ze Son (0/2) (6/2) ( ) sin(6/2) . (2.9)

—i(n! +n?)sin(0/2)  cos(0/2) + in3sin(6/2)

Existen diversas formas de derivar la ecuaciéon de evolucion para los espinores en esta representacion,
el procedimiento histérico que sigui6 Dirac, parte de nuevo con la relaciéon de dispersion de Einstein.
Dirac observé que los estados de energia negativa provenian de la derivada temporal de segundo orden en
la ecuacion de Klein Gordon. Con el objetivo de construir una ecuacion de evolucion con derivada lineal
en el tiempo, factorizo la relacion de dispersion mediante las llamadas matrices v* de Dirac. Ademés
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de esto, en la relatividad especial tiempo y espacio tienen la misma relevancia, la ecuacion debia ser
también de primer orden en las derivadas espaciales. Por lo anterior, las derivadas sobre las coordenadas
deberian ser todas del mismo orden. La ecuaciéon de Dirac es

("0, — m)b(a*) =0, (2.10)

ademas, ¥ (z*) satisface la ecuacion de Klein-Gordon. Dirac encontro la siguiente forma explicita de las
matrices y*

1 0 ; 0 o’
0 _ — J — ) 5 _ ;A0~14243 woAv L v
7 = <0_1) .Y (_0]0) , ="y, {%7} 2g" ., (2.11)
esta manera de expresar las matrices se conoce como representacion de Dirac, sin embargo, existen
otras representaciones como la quiral (también conocida como representacion de Weyl) y de Majora-
na. Independientemente de la representaciéon, las matrices de Dirac siempre cumplen con la regla de
anticonmutacion en (2.11).

Aunque Dirac consigui6é que la derivada en el tiempo fuera lineal, los estados de energia negativa no
desaparecieron y con ello tampoco el problema de estados de energia negativa no acotada. Es bien sabido
que, si una nueva ecuacion de evolucion relativista es introducida, los limites no relativistas deberian
reducir la nueva teoria a la teoria previa. Al tomar el limite no relativista, Dirac encontré que su ecuacion
se reduce a la ecuacion de Pauli con un potencial generado por un campo electromagnético. La ecuacion
de Pauli describe la evolucion de particulas de espin 1/2 en presencia de un campo electromagnético.
De este modo, Dirac llegd a la conclusion que su ecuacion debia también describir particulas de espin
1/2 pero en un régimen relativista. Para esta época, las tinicas particulas fundamentales conocidas de
espin 1/2 eran los electrones, de carga negativa, se consideraba (correctamente) que estos, son estados de
energia positiva. Las particulas de espin semi-entero obedecen el principio de exclusion de Pauli. Basado
en este principio, Dirac propuso una soluciéon al problema de energias negativas no acotadas. La idea
era que, el vacio es en realidad un estado en el que todos los posibles estados de energia negativa estan
ya ocupados y los de energia positiva disponibles. Al remover un estado de energia negativa, el “hoyo”
creado en este mar de estados, se comportaria como una particula con carga positiva de tal modo que
al interactuar con una particula de carga negativa, se aniquilarian liberando energia. Posteriormente,
fue senalado por otros que estos “hoyos” representarian particulas de antimateria. La antimateria fue
descubierta en 1932 por Carl Anderson. A pesar del éxito obtenido, esta teoria conocida como “Mar de
Dirac” o llamada también “Teoria hoyo”, tenia otras dificultades'?. Por ejemplo, para bosones, particulas
con espin entero que no obedecen el principio de exclusiéon de Pauli, el Mar de Dirac no elimina el
problema de energias negativas no acotadas. Ademas, la ecuaciéon de Dirac, concebida para describir
una sola particula, al introducir el mar de Dirac se convierte en una teoria de muchas particulas y no
solo eso, sino que el namero de particulas es ahora fluctuante. Para resolver este problema, se deben
cuantizar los campos, es decir, promoverla a una teoria de campo cuantico. En este caso, la teoria de
Mar de Dirac es reemplazada por la “Electrodinamica Cuantica’'®, en esta teoria de campo cuantico
la antimateria es considerada una particula real al igual que el electron, y no un hoyo en el Mar de
Dirac. Al cuantizar una teoria, las funciones de onda se promueven a operadores que representan los
campos cuanticos y el espacio de Hilbert se promueve a un espacio de Fock. Existen varios esquemas para

13Referencias histéricas tomadas de [70], capitulo 1.
4 Esta teoria de campo cuantico es discutida en la seccién 2.6.
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cuantizar una teorfa, en este trabajo no se discute ninguno y se trabaja directamente con las teorias de
campo cudntico correspondientes para desarrollar los célculos. En general, una vez cuantizada la teoria,
la estructura de la ecuacion de evolucion para los campos no cambia. También debemos recordar que
todo campo cudntico independientemente de su naturaleza (es decir, independiente de la representacion
del grupo de Lorentz que lo describa) debe obedecer la relacion de dispersion de Einstein, por lo tanto,
también la ecuacion de Klein Gordon.

Discutamos ahora un acercamiento moderno para derivar la ecuacion de Dirac basado en estados
de paridad bien definida. Recordemos que

(£,0) — 1/2 Espinores derechos, dos grados de libertad (2.12)

(0,1) — 1/2 Espinores izquierdos, dos grados de libertad (2.13)

la suma directa de subespacios tiene dimensién 4, asi que escribimos un espinor en la representacion de
Dirac como

Ur
Y(p) = ( v ) , (2.14)
Yr(p)

Vg v ¢, son las componentes “derecha” e “izquierda” del campo, son proporcionales a los espinores de dos
componentes (en ocasiones llamados espinores de Weyl) que codifican la informacion de orientacion de
espin. Esta propiedad izquierda o derecha de los campos es llamada quiralidad, los espinores derechos se
transforman bajo las irreps de SU(2)R y los izquierdos bajo las irreps de SU(2)y,. Estas representaciones
se transforman de manera idéntica bajo rotaciones, pero tienen propiedades diferentes en diferentes
marcos de referencia. Para comenzar, definamos el operador de paridad intrinseca en el marco de reposo
como

T (0) — ( ve(0) ) . (2.15)
¥r(0)

Si aplicamos un par de transformaciones de paridad sucesivamente, las coordenadas no cambian, x — x,
por lo que

H:(g g) , H2:(g g) . (2.16)

Los valores propios de este operador son +1 con multiplicidad 2. Siguiendo a Weinberg, las particulas
deben ser descritas por estados propios con la mayor cantidad posible de ntmeros cuanticos, espin,
paridad, carga, masa, etc. La paridad de una particula en reposo se define como +1 por convencion, el
espinor debe satisfacer la ecuacion de valor propio

Iy (0) = 4(0) (2.17)
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Apliquemos un boost hacia un marco de referencia moviéndose con velocidad —w, si el marco de referencia
se mueve a la izquierda, entonces la particula se mueve hacia la derecha con velocidad v = p/m-~y

B(—v)l(0) = B(—=v)1(0) . (2.18)

Utilicemos el hecho de que B(—v) !B(—v) =1

B(—v)IIB(-v) "(p) =) | (2.19)

y calculemos la forma explicita de este operador,

B(—v) =Br(-v)®1 ¢ 1® Br(—-v) , (2.20)
BR(—’U) 0
= . (2.21)
0 BL<—’U)

Los operadores de boost para espinores izquierdos y derechos son

Bi(—v) = Ba(v) = €7 ™% — cosh (¢/2) + (o - A1) sinh (9/2) (2.22)
Br(—v) = Bi(v) = € 7 ™% — cosh (p/2) — (o - A) sinh (¢/2) . (2.23)

Necesitamos también el inverso

B(—v)™' = B(v) = = : (2.24)

el operador en la ecuaciéon de valor propio toma la forma

0 B(—v) 0  Bi(v)
B(—v)[IB(-v) ™! = = : (2.25)
Bi(-v) 0 Bg(v) 0
donde
B} (—v) = cosh (p) + (o -A)sinh (p) , Bi(—v) = cosh(p) — (o -n)sinh () . (2.26)
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Utilicemos las siguientes relaciones

. p|
h pr— —_ — 2.27
,  sinh(p) = v , (2.27)

SHIES

cosh(p) = 7 =

escribamos también p = n|p|, los operadores de boost toman la forma

Bi(-v)=— (" +o-p) . Bi-v)=— (' ~o-p) . (2.28)

m

Por lo tanto, la ecuacién de valor propio es

0 pP’—o-p Vg YR
B(—o)1B(—v) 9(p) = - ( ) ) - ( v ) L (229)

m\ pP+o-p 0

reescribiendo lo anterior del siguiente modo

[( g 3 >p0 - ( _%j Uoj >pj]1/)(p> =mi(p) (2.30)

y definiendo las matrices

0 1 i 0 o’

obtenemos la ecuacién de Dirac

(P =m)e(p) =0 . (2.32)

La forma de las soluciones de esta ecuacién depende de la representacion elegida para las matrices
gamma. Por ejemplo, en la representacion de Dirac, las soluciones son

S

u’(p) = VE+m < p

E+m 55

) . v(p)=—VE+m (E“” n) : (2.33)

,',]S

donde &° y n® son espinores de Weyl. Para soluciones que representan particulas ¢ (p) = e P 'mus(p)

y para antiparticulas (p) = e’ 'm’us(p). También es posible resolver la ecuaciéon utilizando estados de
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helicidad'®, por ejemplo para u* la solucion es (también en la representacion de Dirac)

VE+mu}
o) = VEFm ( R (2:34)
MWE —muy
con A = £1 los valores propios de helicidad y u} estados propios del operador de heliciad
R Y A
— u; = A up . 2.35
’p| L L ( )

2.3. La representaciéon (1,0)$(0,1)

Esta representacion no tiene un nombre comin, sin embargo, Weinberg la estudi6 ampliamente.
Recientemente ha sido estudiada también en [59, 75, 76]. Los subespacios en esta representacion son
generadas con j = 1 y los tres posibles valores de espin son -1, 0 y 1. Los estados que forman la base de
cada subespacio son

{ 11,1) , [1,0) , |1,—-1) } . base ordenada que genera los subespacios . (2.36)

Los operadores toman la forma

L [0 10 (0 -1 0 10 0
Jb=—110 1 JFP=—11 -1 JP=100 0 (2.37)
V210 1 0 7 V2l 1 o0 ’ 00 —1 ’

2 00
JP=[020 : (2.38)

00 2

Cuando encontramos la base del espacio, se elige por convencion diagonalizar J2, pero es valido
diagonalizar también J' o J2. Los valores propios serdn los mismos, pues no hay una direccién con
preferencia. Podemos diagonalizar en la direcciéon n donde J - 1 tendra los mismos valores propios 1, 0
y -1. El polinomio caracteristico que diagonaliza J - n es

P()) = det (J - )\]1) 0 . (2.39)

El teorema de Cayley—Hamilton asegura que toda matriz cuadrada satisface su propio polinomio carac-
teristico. Por lo tanto, podemos decir que

P(J-a)=(J-a)’-J-a=0 (2.40)

5 Espin medido en la direccién de movimiento.
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con lo anterior, es sencillo verificar las siguientes identidades

(J-2)"=(T-n)" , (J-a)""=J.n , n=1,2345. . (2.41)

Los operadores de boost son

Bi(v) = By(~v) = €™ = (4 (J 2P’ —m) + (T a)pl) (2.43)
Bu(v) = Ba(-v) = € " = (4 (- 2)(0 —m) ~ (- a)pl) (2.44)

Tomando n = p/|p|, los cuadrados toman las forma

Biw)= [0~ o +2((T p 4T p))] (2.45)
Bi(w) = [ — bl +2(( - p 1T -p))] (2.46)

La ecuacion de valor propio que los campos deben obedecer es

0 " = Ipl* + 2<(J P —p'(J -p))
U(p) =m*U(p) ,
P = Ip” +2((T - p)* +1°(T - p)) 0
(2.47)
observando que 2(J - p)* = {J*, J/}p'p?, reescribimos lo anterior como
0 1Y o0 0 —J7\ o 0 UH{TL YN Ly o _

[(1 O)pp+2(Jj 0 )pp“r @i 4 {1, J7} 0 pp —m*|¥(p)=0 |,

(2.48)
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definiendo los operadores S*”

00 __ . 0 ]]. 0j _ @j0 _ 0 —J‘]
S_H_<HO>,S—S_JJ.O ,

o 0 g7+ {J, 0}
gij — gii 7 (2.49)
gi+{J, )7} 0

la ecuacion de evolucién toma la forma

(S"pupy —m*)¥(p) =0 . (2.50)

Los operadores S*” son el analogo a las matrices v* en la representacion de Dirac. Esta ecuacion fue
derivada en una primera instancia por Weinberg 77| mediante un procedimiento diferente, pero hay un
problema, la ecuacion contiene soluciones de masa imaginaria y velocidad superluminica. Para observar
esto, debemos verificar si la ecuacion obedece la ecuacion de Klein-Gordon. Observando que

(J-p) =p’" (T -p)? . (J-p)=p"(J p) . (2.51)

es sencillo verificar que

(S(0)* = (5" pupy)’ = (pap™)> = p* . (2.52)

Multiplicando S(p) — m? a la izquierda de (2.50) obtenemos la siguiente ecuacién

(p* =m")¥(p) =0 , (2.53)

esto puede ser escrito como

P*+m*)(p* —m*)¥(p) =0 (2.54)

por lo tanto, existe un conjunto de soluciones tal que

(P +m*)¥(p) =0 (2.55)

estas soluciones estan fuera de la capa de masas. Para eliminar este problema, debemos ser més caute-
losos al momento de construir la ecuacién de valor propio para estados con paridad bien definida. Los
proyectores en estados de paridad bien definida son
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~ 1 ~ 1 S(p)
P (0) =5 <11 + H) . Pi) =3 (1 + W) , (2.56)

la ecuacion de valor propio a la que aplicamos un boost para obtener la ecuacion de Weinberg es

w(p) =) , (2.57)

esta ecuacion es equivalente a

PL(0)¥(p) =T(p) . (2.58)

Para estados fuera de su capa de masas, el operador P, deja de ser un verdadero proyector de paridad.
Ademas de esto, debemos de considerar la proyeccion en la orbita de Poincaré deseada. Los operadores
de proyeccion de masa y paridad fisicamente correctos son

— L0t Esw) (2.59)

de este modo, la ecuaciéon de valor propio en la que debemos efectuar un boost es

2

%Pi(oyp(()):xp(()) , (2.60)
1 2 -1 2
SB(=v) (07 + 5(0)) B (—0)W(p) = m*(p) (2.61)

(%(ﬁ +5(p) — m2> U(p)=0 , (2.62)

1
definiendo 2" = 5 (g‘“’ + S’“’) escribimos la ecuaciéon como

(prupy — m2)‘1’(p) =0 . (2.63)

Si multiplicamos 1/2 (p2 - S (p)) — m? a la izquierda de (2.62) es sencillo verificar que esta ecuacion
cumple con la ecuacion de Klein-Gordon sin soluciones extra fuera de la capa de masa

(%(pZ — S(p)) — m2> (%(ﬁ +S(p)) — m2) U(p)=0 , (2.64)

(p* —m*)¥(p) =0 . (2.65)
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En esta representacion, los espinores de Weyl son de tres componentes, por lo que cada parte quiral
izquierda y derecha de los campos, consta de tres componentes también. En total, los espinores en esta
representacion tienen seis componentes. Ha sido mostrado en 75| que esta teoria es cuantizable. Esto
nos permite tomar los campos en esta representacion y estudiar los posibles modelos permitidos bajo
distintas reglas de simetria e invariancia de Lorentz.

En trabajos recientes |75, 78|, se ha mostrado que la base covariante basada en paridad de la re-
presentacion (1,0) @ (0, 1) contiene lo siguiente:

e Dos operadores escalares de Lorentz, la matriz unitaria de 6x6 y el operador de quiralidad .

e Seis operadores que se transforman en la representacion (1,0) @ (0,1) que en conjunto forman un
tensor antisimétrico M* cuyas componentes corresponden a los generadores del grupo de Lorentz.

e Un par de tensores matriciales simétricos de traza nula que se transforman bajo la representacion
(1,1) denotados por S* y y.SH.

e Un operador tensorial C*°* que se transforma bajo la representacion (2,0) & (0, 2).

La forma explicita de los operadores y sus relaciones de conmutaciéon y anticonmutacion son algo compli-
cadas. Recordemos que estas relaciones son independientes de la representacion elegida para los opera-
dores, en particular, se puede mostrar que existe un mapeo entre las componentes espinoriales del campo
1 y un tensor antisimétrico de rango 2. En esta representacion, cada indice espinorial a, es reemplazado
por un par de indices de Lorentz a3. En este trabajo se utilizo esta representacién ya que, con la ayuda
de FEYNCALC en Mathematica 12, es sencillo efectuar los calculos necesarios. En esta representacion los
operadores toman la forma [59|

(Dapys = %(%wgﬁa - gaéQﬁ’y) : (2.66)
(X)apys = %%ﬁw ; (2.67)
(M) s = —i(guv]laﬁua + GusLapyw — Gy lapus — géu]la,@w> : (2.68)
(Suv)aprs = Gulapys = GuyLapus = GusLapyw — Gywlapus — govlapyu (2.69)

la expresion para C*?* puede calcularse utilizando las relaciones anteriores y relaciones de anticonmu-
tacion de los M.

2.4. Simetrias y ecuaciones de Euler - Lagrange

Como ya se mencioné, la teorfa de campo cuéntico suele escribirse en términos de Lagrangianos ya
que este es explicitamente invariante de Lorentz. La dindmica e interacciones en un sistema fisico es
determinada por el principio de minima acciéon. La acciéon se define como
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S—/ Ldt—/c(d),aﬂqj) dz | (2.70)
At Q

con 2 una region del espacio-tiempo y L£(¢, 0,¢) una densidad Lagrangiana que depende tnicamente del
campo ¢(x*) y sus primeras derivadas. Como ya se comento, derivadas de orden méas alto pueden resultar
en energias negativas no acotadas y decaimiento del vacio. La fisica del sistema se obtiene mediante el
principio de minima accién, este ultimo dicta que la variaciéon de la accién 0S5 sea nula, esto es

5S=0 | (2.71)

para la configuracion fisica del campo. Realizando una variacion del campo dada por

¢ —0+0¢ , O0up— 0up+0,(00) (2.72)

donde d¢ es una pequena perturbacion. Se impone ademés que los campos cumplan las mismas condi-
ciones de frontera, de manera que d¢ = 0 en la frontera. La variacién de la accion es

5S = / (£(¢ +0¢, 0,0+ 0,(69)) — L(9, aﬂ¢)> dz | (2.73)

efectuando una expansion

oL oL
S = /Q <£<¢, 0u8) + 55 00 + 90.9) 9u(09) — L(¢, (M)) dz (2.74)

integrando por partes el penultimo término

oL oL oL ;

el dltimo término es una divergencia sobre el espacio-tiempo, al integrar queda solamente la evaluacion
en la frontera de integracion 09. En esta region asintotica, 6¢ = 0'°, por lo que este tltimo término es
nulo. Imponiendo el principio de minima accién obtenemos que

oL oL .
SN (CRVETS | Py -

16Este es un argumento equivalente al utilizado para las funciones de onda de cuadrado integrable en mecanica cuantica.
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de este modo obtenemos las llamadas ecuaciones de evoluciéon de Euler-Lagrange

oL oL
3 a“(a@m) - 0

Los Lagrangianos para las ecuaciones antes mencionadas son

L= %amaw — %2¢2 : Klein-Gordon, campo escalar real (2.78)
L= (0,0)(0"¢) — m2]¢\2 : Klein-Gordon, campo escalar cargado (complejo) (2.79)
L =1 (iy*d, —m)y : Dirac, campo espinorial - 1/2 (2.80)
L= (GMW)ZW (0,¥) —m?¥¥ : Campo espinorial - 1 (también llamado tensorial) (2.81)

donde 1) = 40 y ¥ = wigwm,

Consideremos por ejemplo el campo complejo ¢ = (¢1 +i¢2)/v2 y una transformacion global sobre
los dos grados de libertad ¢ y ¢*, esto es

6— ¢ =0 | ¢ ¢ =¢€" | acR , (2.82)

el Lagrangiano se transforma como

L(Qb, 8M¢) — L(qb,a 8M¢/) ) (283)

es claro que el lagrangiano en (2.79) es invariante y por lo tanto también la acciéon, cuando la accion
queda invariante ante una transformacion de coordenadas y/o campos, se dice que tenemos una simetria.
Si el Lagrangiano depende de varios campos ¢, la variacion de la acciéon esta dada por

OL 060, OL 0(0ubn)\ u, _
/ Z((%n 5o T 3@ubn) b )“—0 : (2.84)

Mediante un procedimiento similar al utilizado para encontrar las ecuaciones de evolucion y utilizando
el hecho de que estas tltimas se cumplen, se obtiene que

55 /Z ( a:‘;)n M") d'z=0 . (2.85)
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Se define una corriente conservada de Noether como
oL (5gz§n
JH = a,Jf =0 . 2.86
Z 50,6 . O (2.86)

Es llamada corriente conservada ya que la carga () generada por la simetria bajo las transformaciones
definidas en (2.82) se conserva, esto es

Q:/Jo &’z (2.87)
14

d 9
v Q[0 . g0 (2.88)
i~ ) o ;

La ultima integral en la ecuacion anterior es sobre una divergencia total y es nula al asumir de nuevo
que en la region asintética los campos se desvanecen.

Las corrientes de Noether asociadas a la simetria bajo transformaciones U (1) para campos escalares,
espinoriales y tensoriales (de espin 1) respectivamente son

| (LR 2N (2.89)
Jh =ty (2.90)
J = —z(aﬁZ“”\If - ﬁZ“”au\p) . (2.91)

La conservacion de la carga @) en (2.88), es un caso particular del conocido teorema de Noether,
unas de las herramientas més potentes y fundamentales de la fisica moderna. En términos simples, se
puede decir que el teorema de Noether asegura que [79]:

St un Lagrangiano posee una simetria continua, existe una corriente conservada asociada
a esta simetria cuando las ecuaciones de evolucion se satisfacen.

En otras palabras, simetrias implican cantidades conservadas. Algunos ejemplos son

Simetria Cantidad conservada
Rotacion Momento angular total
Paridad Paridad
Traslacion espacial Momento lineal
Traslacion temporal Energia
Simetria U(1) Carga

Tabla 1: Relacion entre simetrias y cantidades conservadas.
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Un ejemplo de transformacion de coordenadas son las traslaciones espacio-temporales

t — =2t +ad , dp=¢ — = d(* +ad') — p(zt) (2.92)

expandiendo sobre a*, la variaciéon del campo es

3¢ = ¢p(at) + a0, — Pp(at) = a0, (2.93)
utilizando las ecuaciones de evolucion, la variacion del Lagrangiano toma la forma
oL
0L =ad"0,| =——— 0,¢ . 2.94
g <a<au¢> ) 29

El Lagranginao es un escalar, debe transformarse como

L—L+ad,L , OL=a"d.L | (2.95)

utilizando la ecuacion anterior y (2.94), se obtiene que

0L H v [L—
(‘L <M 6,,¢ -0 VE)CL =0 y auT v — 0 s (296)

con T* el tensor de energia-momento del campo ¢

oL
T'ul/ - W 8ng5 - (5“11,6 . (297)

La carga conservada asociada al tensor de energia-momento es el cuadrimomento y el Hamiltoniano

P = /TO“ dr , H= /TOO dr . (2.98)

Con las tres herramientas descritas anteriormente, ecuaciones de evolucién, corrientes de Noether y
tensor-energia momento, dado un Lagrangiano podemos calcular todas sus propiedades correspondientes
y cargas conservadas asociadas a las simetrias del mismo. Hasta ahora, hemos considerado tinicamente
transformaciones unitarias globales dadas por

e eu (1) : Grupo de transformaciones globales unitarias (2.99)
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con « un parametro real. Aunque estas transformaciones son tutiles para calcular cargas conservadas,
no poseen un sentido verdaderamente fisico. Una transformacion global implica transformar un campo
en todos los puntos del espacio-tiempo en un mismo instante, esto viola el principio de casualidad de la
relatividad especial. Una transformacion maés realista seria considerar que el pardmetro « es en realidad
una funcion de las coordenadas o = a(z*). Este tipo de transformaciones son llamadas locales o de
gauge y dan lugar a las interacciones entre campos mediadas por los llamados bosones de gauge.

2.5. Simetria de Gauge

De las ecuaciones de Maxwell, podemos transformar los potenciales eléctrico y magnético mediante
las derivadas de una funcion escalar A\(z*) y que la fisica sea invariante. Los potenciales se transformarian
como

A— A =A+V\ | (2.100)
O\
o =P — — 2.101

lo cual deja invariante los campos eléctrico y magnético

BB =Vx(A+VAN=VxA=B | (2.102)
0A’
FE E =-Vd — 2.1
— \V 520 (2.103)
0 0A 0

Esta propiedad se llama simetria gauge y es una reflejo de la conservacion de la carga eléctrica. También
es posible utilizar esta libertad de eleccion de los potenciales para imponer restricciones en los potenciales,
como

0P
@ij.A:o , (2.105)

llamada gauge de Lorentz.

La invariancia de gauge es algo presente desde el electromagnetismo clasico. Si calculamos las
ecuaciones de evoluciéon para una particula de masa m, carga ¢ y velocidad u(t), que se encuentra en
una region del espacio-tiempo permeada por un campo electromagnético descrito por el vector potencial
magnético A(t,x) y el potencial electrico ®(¢, ), con un Lagrangiano [80]

2

L:—ﬁJrq(A-u—(I)) : (2.106)
¥
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. . - 0L
encontraremos que el momento canénico de la particula P? = B toma la forma
Z

P=p+qA , p=ymu=P—q¢A |, (2.107)

el momento canoénico P no es el mismo que el momento mecanico (también llamado momento cinético)
p. De hecho, el momento mecanico es invariante de gauge, mientras que el momento canénico no lo es,
por lo que este ultimo no es fisicamente medible. El Hamiltoniano toma la forma

H= \/(P—qA)2+m2 + qd (2.108)

esto se conoce como receta de “acoplamiento minimo”. En presencia de un campo electromagnético, el
momento mecénico (el que es fisicamente medible) se reemplaza por

p— P—qA (2.109)
para simplificar la notacion, en los siguientes célculos llamaremos al momento canénico simplemente p.

Consideremos un campo escalar ¢(z*) cargado en espacio-tiempo libre, la accion esta dada por

1

\/§<¢1 +igy) (2.110)

5= [ (0or@o-ner) e . o-

el campo obedece la ecuacion de Klein-Gordon

(b =26 =0 . (2.111)

Si introducimos un campo electromagnético, entonces el momento p* — p* — gA*, o de manera equi-
valente 10" — (0" + igA*), con A* = (P, A). La ecuacion de evolucion toma la forma

(D, D" +m*)p=0 |, (2.112)

con D, = 0, +1iqA,, la llamada “derivada covariante”. Al igual que con las ecuaciones de Maxwell nos
gustaria preservar la invariancia de gauge. El Lagrangiano es ahora

L = (D,$)"(D"¢) —m?|[* | (2.113)

si transformamos el campo mediante una transformacién unitaria gobal, el Lagrangiano permanece
invariante, pero ;qué sucede bajo una transformacion local?,
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o — Gmgb , a=az") . (2.114)

La tnica forma de preservar la invariancia del Lagrangiano es con el campo A, transformandose como

1
A, — A, — p oua(ah) (2.115)

una transformacion de gauge. Para simetrias globales el Lagrangiano es invariante incluso en el caso li-
bre, una simetria de gauge implica automéaticamente una simetria global. Las simetrias globales implican
corrientes y cargas conservadas de Noether, para este caso la densidad de corriente electromagnética J*
y la carga eléctrica.

2.6. Electrodindmica cuantica

La electrodinamica cuantica (QED) es la teoria de campo cuantico més sencilla presente en el Modelo
Estandar. Describe la interaccion entre fermiones con carga eléctrica mediada por un boséon de gauge, el
foton. Es producto de la combinacion de la teoria clésica del electromagnetismo, la mecanica cuéntica y
la relatividad especial. QED consiste en acoplar campos ferminénicos 1) con el campo electromagnético
A,. Al igual que en el acoplamiento de particulas clasicas con el campo electromagnético, esto se logra
mediante la derivada covariante D,,. El Lagrangiano de QED es

L= —EFWF“” — (i D, —m) (2.116)

con F),, el tensor antisimétrico de intensidad electromagnética dado por

F, =0,A, — 9,4, = —2[1)“, D, . (2.117)

Las componentes de F),, son los campos eléctricos y magnéticos, el campo cudntico vectorial A, repre-
senta al foton, el boson de gauge responsable de mediar las interacciones electromagnéticas resultado
de cuantizar la teoria de Maxwell. Aunque a primera vista podria parecer que el campo del fotéon tiene
cuatro grados de libertad ya que lo escribimos como

At = (A% AY A% A% (2.118)

al fijar un gauge, por ejemplo 9, A" = 0, podemos eliminar dos de estos cuatro redundantes grados de
libertad. En realidad, solo hay dos grados de libertad fisicos para el foton, las polarizaciones vertical y
horizontal de oscilacion de los campos eléctrico y magnético.
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Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange, se pueden calcular las ecuaciones de evoluciéon para
los campos

0, F" = qy”y : Ecuacion de evolucion para el foton | (2.119)

(iv*D, —m)y =0 : Ecuacion de evolucién para fermiones acoplados al foton . (2.120)

Las ecuaciones en (2.119) no son mas que las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas acopladas a la

densidad de corriente espinorial J* = yy*).

Mediante las llamadas reglas de Feynman podemos construir observables para contrastar la teoria
con el experimento. Los términos presentes en el Lagrangiano de QED son

1 L _
L= —ZFWF“ + ("0, —m)y — quyAN (2.121)
Ma;:vell Dira?:rlibre Inter;c;iones

a cada término del Lagrangiano le corresponde una “regla de Feynman”. En general, en un Lagrangiano
de teoria de campo cuantico, el producto de tres o mas campos en un término indica una interacciéon entre
los mismos. El tdltimo término en (2.121) representa la interaccién fundamental de la electrodinamica
cuantica, la interacciéon entre el foton A,, un fermién ¢ y el antifermion 1 asociado. Este término se
puede escribir en términos de la corriente conservada J* como

—qV A = —qA T (2.122)

Notese que tanto en el caso escalar como fermidnico e incluso en el de espin 1, la interaccion del foton con
el campo puede ser escrita de la misma forma. Esta interaccion fundamental es representado mediante
la abstraccion pictérica mostrada en la figura 3.

G

Figura 3: Diagrama de Feynman para la interaccién fundamental de QED.

Este tipo de figuras son conocidas como diagramas de Feynman. En general, el coeficiente que acompane
al término de interaccion es llamado acoplamiento y su magnitud dicta la intensidad de la interaccion.
El vértice esta dado por i-veces el acoplamiento acompanado de cualquier otra estructura de Lorentz
presente en el término de interacciéon, en este caso el vértice es V#* = —igy* y la carga eléctrica es el
acoplamiento q.
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Las lineas internas, es decir, conectadas a mas de un vértice, se conocen como propagadores. Estos
estan asociados a las partes libres del Lagrangiano y se obtienen como el inverso de los operadores
diferenciales involucrados. En la figura 4, se utiliza la notacion p = p,7*.

i(p+m)

. Propagador para fermiones y antifermiones de momento p

NANANNNNN _— — . Propagador para el fotén con momento k£ en gauge de Lorentz

Figura 4: Reglas de Feynman para propagadores.

Para las particulas externas que salen o entran de un vértice, las llamadas reglas de Feynman para QED
se muestran en la figura 5. Los objetos u(p) y v(p) son espinores para los fermiones y €,(k) polarizaciones
para el foton.

. Fermién entrante de momento p

: Fermion saliente de momento p

: Antifermién entrante de momento p

)
)
()
U(p) : Antifermion saliente de momento p
(k) : Foton saliente de momento &
)

9 M(k . Fotén entrante de momento &

Figura 5: Reglas de Feynman para fermiones y fotones que salen y entran de un vértice.

La amplitud de probabilidad de que ocurra un proceso particular de dispersion, aniquilaciéon o
decaimiento, estd dada por la llamada amplitud invariante. A continuaciéon se ilustra como obtener la
amplitud invariante para el proceso de aniquilaciéon de electrén-positron a dos fotones utilizando las reglas
de Feynman mencionadas antes. Para este proceso hay dos posibles diagramas de Feynman mostrados
en la figura 6 que tienen mismos estados inicial y final, ambas posibilidades deben ser consideradas.

e, (k2)

v(p2)

Figura 6: Diagrama de Feynman para aniquilacién electron-positron.
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El primer diagrama es conocido como canal ¢ y el segundo como canal u. En cada diagrama, el propagador
lleva momento cuadrado t y u, respectivamente. Dado un diagrama de Feynman, i-veces la amplitud
invariante se construye leyendo el diagrama de derecha a izquierda escribiendo primero los espinores
que salen del vértice, es decir los barrados u(p) o T(p). Después se escribe el vértice y el otro espinor
conectado a este vértice. Posteriormente se escribe el propagador y para finalizar las lineas externas y
vértices finales correspondientes. Para este proceso la amplitud invariante estd dada por

i(¢ +m)

ZM = 77(?2)( - ie’Y”)€Z(kz) ) 5;(7431)( - Z'e’YV)U(pl)

t—m
i(q' +m)

i eht) (— ey up) (2.123)

+ V(o) — deY*) €5 (k)

Con la amplitud invariante podemos calcular diferentes observables, por ejemplo la seccidon transversal
que se discute a continuacion. Los experimentos que nos permiten investigar el comportamiento de
particulas subatémicas son principalmente de dispersion. Es decir, se hacen colisionar dos haces de
particulas para estudiar las particulas dispersadas tras la colision mediante detectores sofisticados. La
probabilidad de encontrar un estado final particular se puede escribir en términos de la seccién transversal
diferencial la cual indica la cantidad de particulas dispersadas por dngulo solido df2. Clasicamente (por
ejemplo en colisiones de bolas de billar), esta cantidad nos permite estimar el tamano fisico de los
cuerpos que colisionan. Por otro lado, en mecénica cuantica, esta cantidad tiene un significado més
abstracto. Nos permite estimar la intensidad y naturaleza de la interaccion entre las particulas, mientras
que clasicamente un par de bolas de billar colisionan o no, cudnticamente existe una cierta probabilidad
de que las particulas subatémicas interaccionen con una cierta intensidad. Para procesos de dos cuerpos
a dos cuerpos, la secciéon transversal diferencial en el marco de referencia de centro de masas esta dada
por

do M pyl
dQ  64m2E%,, |pi|

(2.124)

donde FE¢js es la energia total en el marco de referencia de centro de masas. El médulo cuadrado de
la amplitud invariante \./\/l|2, se suele promediar sobre las polarizaciones de estados iniciales y sumar
sobre las polarizaciones de estados finales debido a las caracteristicas de los experimentos de colision
utilizados para estudiar interacciones fundamentales. Aunque actualmente es tecnologicamente posible
hacerlo, en general, las polarizaciones iniciales (previas a la colision) de los haces de particulas no son
controladas y una vez detectadas las particulas sus polarizaciones no son medidas directamente.

P1 P3

\

P2 Pa

Figura 7: Proceso arbitrario p1 p2 — p3 pa4.
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Para un proceso de dispersion como el que se ilustra en la figura 7, una vez realizado el promedio y suma,
| M| se puede escribir en términos de las variables s, t y u conocidas como variables de Mandelstam

s=(p1+p2)° = (ps+ps)’ (2.125)
t=(p1— p3)2 = (ps — p2)2 ) (2.126)
u=(p1—p1)’ = (ps—p2)° | (2.127)

ademas cumplen con la siguiente identidad

stttu=>y m? | (2.128)
J

con m; la masa de cada particula involucrada en el proceso. Es de particular utilidad escribir los calculos
en términos de estas variables ya que son explicitamente invariantes de Lorentz.

Los célculos efectuados partiendo de diagramas con la forma mostrada en la figura 6, se conocen
como calculos a nivel arbol. Los canales t y u mostrados en el diagrama no son las tnicas posibilidades
que se pueden construir con un mismo estado inicial electrén-positron a un estado final de dos fotones.
Podriamos incluir mas diagramas de Feynman con loops, esto es, tomar en cuenta diagramas que invo-
lucren estructuras de la forma mostrada en la figura 8

Figura 8: Estructura a un loop.

En realidad, hay una cantidad infinita de posibilidades, en general, mientras més loops tenga el diagrama
de Feynman, mas complicado seré el calculo. Afortunadamente QED es una teoria perturbativa, esto
quiere decir que, mientras mas vértices tenga el diagrama de Feynman, menor serd su contribuciéon
al proceso, por lo que es una buena aproximacion realizar calculos a un loop en QED. Lo anterior se
debe a que el vértice de QED es proporcional a la llamada constate adimensional de estructura fina
a = e?/hc ~ 1/137'7. De este modo, mientras més vértices tenga un diagrama de QED mayor seré el
orden de « y por lo tanto el diagrama sera de menor contribucion. Por otro lado, la Cromodinamica
Cuantica (QCD) por ejemplo, es no perturbativa. Esta teoria de campo cuéntico describe la interaccion
entre quarks y gluones, las particulas subatémicas que forman los hadrones como el protéon y el neutrén.
Para calcular amplitudes de probabilidad de procesos de dispersiéon en QCD se han desarrollado otras

alternativas al acercamiento perturbativo utilizada en QED como lo son las ecuaciones de Schwinger-
Dyson y Lattice QCD.

En este trabajo se calcula la secciéon transversal entre materia obscura y nicleo de Xenon a nivel
arbol, pues al ser por si misma una interaccion muy débil, no es necesario considerar calculos a orden
de loop.

17En unidades naturales fic = 1.
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2.7. Electrodindmica cuantica escalar

Esta teoria que describe interacciones entre el foton y campos escalares cargados eléctricamente, es
brevemente discutida ya que no esta presente en el Modelo Estandar. Para méas en esto ver [81| capitulo
9. Las interacciones estan contenidas en el siguiente lagrangiano

L= —iFWF“” + (D,@)*(D“qb) —m?g)® (2.129)

con F), el tensor antisimétrico de intensidad electromagnética (ver ecuacion (2.117)). Las interacciones
entre el campo ¢ y el foton A, se encuentra en

(Du0) (D0) = —gAu " + g A, 40 (2.130)

En el término acoplado a la corriente tenemos una interaccion fundamental entre tres campos, su dia-
grama se muestra en la figura 9. El término de la derecha se conoce como término de contacto o seagull
por la forma de su diagrama de Feynman ilustrado en la figura 10.

¢ » D . ¢ y Do, A Eﬂ(k)
~\\ A >
©
SANNNNN (k)
¢* 7 p/ o ¢* ’ p/ /,’ A,u 8“ (k/>
Figura 9: Vértice fundamental entre ¢, ¢* y A. Figura 10: Término de contacto.

El vértice para el término de contacto es simplemente V** = 2ig?g"” el factor de 2! = 2 se incluye por
razones estadisticas, los fotones son indistinguibles. La métrica se incluye para contraer las polarizaciones
£4(q), pues en el término de interaccion los fotones estan contraidos como A,A*. Para el vértice de la
interaccién entre tres campos, debemos escribir este en términos de funciones de onda en espacio de
momentos, esto es

_gA It = _iqgu(k)e_ik'm< _iprePTe T | e e m) , (2.131)
= _ge, (k)e e (p“ _ p’“> . (2.132)

El vértice esta formado por los momentos y acoplamientos tnicamente

VE=—q(p"—p*) . (2.133)
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3. El Modelo Estandar

Hasta ahora, se sabe de la existencia de tres familias fundamentales de particulas: Leptones, quarks,
y bosones. El comportamiento e interacciéon entre estas particulas es descrito por el Modelo Estandar
de la fisica de particulas. En este modelo, tres de las cuatro interacciones fundamentales, el electromag-
netismo, interaccion débil y fuerte, son unificadas en un solo grupo de simetria. Se cree que debe existir
un grupo de simetria aun més grande que unifique, incluida la gravedad, todas las interacciones fun-
damentales en una sola gran interaccion. Esta seria la que dominaria el universo milésimas de segundo
posteriores al Big Bang. Conforme el universo se expandi6 y enfrié, las interacciones fundamentales se
desacoplaron tomando sus propios caminos y adoptando la forma que tienen hoy en dia, algo asi como
una transicion de fase. En el Modelo Estandar, las interacciones fuerte y electrodébil se desacoplarian
dejando como resultado la interaccion fuerte y el electromagnetismo. Este proceso es conocido como
“rompimiento espontaneo de la simetria”.

A

QUARKS @ LEPTONS ) BOSONS @@ HIGGS BOSON

Figura 11: Particulas descritas por el Modelo Estandar. Imagen tomada de [82]. Obra de arte por Estudios Sandbox, Chicago.

El Modelo Estandar es el resultado de casi 100 anos de arduo trabajo tedrico y experimental.
Todo comenz6 alrededor de 1920 con la teoria hoyo de Dirac. Después, alrededor de 1950, Feynman,
Tomonaga, Schwinger y Dyson desarrollaron la Electrodindmica Cuantica. Posteriormente, entre los 60s
y 70s, muchas mentes brillantes (Gell-Mann, Fritzsch, Leutwyler, Gross, Wilczek, Cabibbo, Kobayashi,
Maskawa entre otros) le dieron forma a la cromodinédmica cuantica, la teoria que describe las interacciones
entre quarks y gluones. En la misma época, Weinberg, Glashow y Salam, unificaron la interaccion débil
con el electromagnetismo mediante la teoria propuesta por Higgs, Englert y Brout que introducia el
elusivo boson de Higgs. Muchos otros hicieron también contribuciones para darle forma al Modelo
Estandar. Ademés de otros resultados experimentales presentados por diferentes colaboraciones que
confirmaban la existencia de leptones y quarks, el 4 de julio de 2012, la colaboraciéon ATLAS y CMS de
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CERN, confirmo6 la deteccion del boson de Higgs, la pieza cuya existencia faltaba por confirmar para
establecer la forma final del Modelo Estandar. Para muchos, el Modelo Estdndar es la concepcion de la
mente humana mas bella e increible de la historia. A pesar del increible éxito de la teoria, como ya se
comentd, hemos observado ya una serie de fenémenos que no pueden ser explicados mediante el Modelo
Estandar. Con el objetivo de extender este ultimo para intentar resolver el problema de la materia
obscura, a continuacion se discuten las propiedades fundamentales y estructura del Modelo Estandar.

El Modelo Estandar se escribe en un formalismo Lagrangiano. En general, el Lagrangiano de una
teoria de campo cuantico contiene lo siguiente:

[. Términos de interaccién entre campos.
IT. Términos cinéticos para cada campo.

III. Términos de masa para cada campo masivo.

La forma explicita de cada uno de estos términos depende de la naturaleza del campo, por ejemplo, los
términos de masa son diferentes para campos escalares, espinoriales y vectoriales.

3.1. Simetrias espacio-temporales

A continuacion se discute brevemente el contexto histérico en el que se descubrié que las llamadas
transformaciones de conjugacion de carga, paridad e inversion temporal, no son verdaderas simetrias de
la naturaleza. Estas transformaciones son buenas simetrias de QED, es decir, la teoria es invariante ante
estas transformaciones. Sin embargo, para el Modelo Estandar completo, en general, esto no es verdad.
Las propiedades de transformacion de campos escalares y vectoriales se encuentran en cualquier libro
estandar de teoria de campos cuanticos y Modelo Estandar, por ejemplo, en [81| capitulo 11.

3.1.1. Conjugacion de carga

Esta transformacion invierte no solo la carga eléctrica de las particulas, sino todo tipo de carga,
ntmero leptonico, bariénico, hypercarga, etc. Ya que C? = 1, sus valores propios son £1'*. La mayoria
de particulas no son estados propios de C, pues si lo fueran, estas serian sus propias antiparticulas, como
en el caso del foton. El campo del fotén se transforma como

CA,C™'=-4, |, (3.1)

esto puede parecer un tanto extrano. Recordemos que el fotén se acopla a los campos mediante la carga y
C invierte la carga de las particulas, si deseamos preservar la interaccion en QED necesitamos compensar
este signo menos, esto se logra con la transformacion A, — —A,. En lugar de intentar averiguar como
actia C' sobre A, los principios de simetria y conservacién dictan las reglas de transformacion. La
interpretacion de C' como “cambiar particulas por antiparticulas”, no tiene implicaciones fisicas, sin
embargo, la simetria de una teorfa si que tiene implicaciones fisicas. Un ejemplo es el del meson 7° con
valor propio +1 como estado propio de C. La simetria explica por qué el proceso m° — v+~ es permitido
con valor propio +1 — (=1)(—1), pero el proceso 7 — v + v + v no'”. Esto es una consecuencia del

teorema de Furry [83].

BEsto sucede si la dimension del operador es dos, si es de dimensién superior, pueden haber otros valores propios.
19En este contexto +y representa un fotén.
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3.1.2. Paridad

Nos gustaria que paridad fuera una buena simetria de la teorfa, en general, el Modelo Estdndar
no es invariante bajo paridad, QED por si misma si lo es. Para la década de los 50, esta simetria era
considerada una simetria fundamental de la naturaleza. En 1956, C.N. Yang y T.D. propusieron [84]
la posibilidad de que la interacciéon débil pudiera violar paridad. Este mismo ano la Profesora Chien
Shiung Wu lider6 un experimento que probo [85] la violacion de paridad en decaimiento beta de atomos
de Cobalto 60. Los resultados de Wu mostraron que no solo la interaccion débil viola paridad por poco,
sino que es violada tanto como es fisicamente posible. En 1957, el ano en que Wu publicé sus resultados,
C.N. Yang y T.D. Lee recibieron el premio Nobel de fisica.

3.1.3. Simetria CP

Posterior a los resultados de Wu, la siguiente simetria que se consideré fundamental era la combina-
cion CP, el proceso de decaimiento beta estudiado por Wu preserva la simetria CP. Sin embargo, en 1964
J.H. Christenson, J.W. Cronin, V.L. Fitch, y R. Turlay mostraron [86| que el decaimiento de mesones
K?Y a dos piones viola la simetria CP. En 1980 J.W. Cronin y V.L. Fitch recibieron el premio Nobel de
fisica. Esta violacion de CP también es conocida como violacion débil de CP. Existe otra posibilidad
conocida como violacion fuerte de CP, hasta el momento no se ha observado.

3.1.4. Inversiéon temporal

Como un primer intento, si deseamos definir un operador de inversiéon temporal 7', podriamos decir
simplemente que bajo esta transformacién ¢t — —t como es en el caso del grupo SOT(1, 3), sin embargo,
esto no es suficiente. Tomemos la ecuacion de Schrédinger para un potencial independiente del tiempo
e invertimos el tiempo

io(t,x) = HY(t,e) — —iow(—t,x) = Hy(—t,x) (3.2)

el signo negativo extra podemos absorberlo tomando H — —H, esto representa un problema ya que si
H estaba acotado por abajo, —H no lo estaria y por lo tanto el sistema seria inestable. Esto es similar
al problema de energias negativas no acotadas discutido en la seccion 2.2.

Entonces, ;como construimos una transformacion de inversion temporal adecuada?. Invariancia bajo
inversion temporal significa que no es posible distinguir entre un proceso fisico que evoluciona hacia
adelante en el tiempo de uno que evoluciona hacia atras. Se suele interpretar a una antiparticula como
una particula viajando hacia atras en el tiempo, pero hay que ser cuidadoso ya que esta interpretacion
puede llevar a confusiones al momento de discutir la simetria 7'. La evolucién temporal de una particula
debe ser indistinguible si se observa hacia adelante o hacia atras en el tiempo, en ambos casos lo
que debemos observar es exactamente la misma particula, no una particula para el primer caso (hacia
adelante en el tiempo) y una antiparticula para el segundo caso (hacia atras en el tiempo). Este primer
intento de inversion temporal en el que simplemente intercambiamos t — —t no puede representar una
operacion de inversion temporal invariante porque si es posible distinguir entre ir hacia adelante de hacia
atras en el tiempo, pues hace exactamente lo que no buscamos, que hacia atréas en el tiempo en lugar de
observar la misma particula, observemos una antiparticula. En otras palabras, la transformacién bajo
inversion temporal no debe convertir particulas en antiparticulas, al contrario, debe dejar las particulas
como particulas y las antiparticulas como antiparticulas.
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Por ejemplo, para lograr invariancia ante inversiéon temporal en la ecuacion de Schrédinger en la que
tratamos con funciones de onda, ademés de efectuar ¢t — —¢, debemos conjugar los campos y conseguir
que 1 — —1

iatz/}(ta CU) = H¢(t= 11) — (_Z)( - @W(—t, CU)) = Hw*(_tvw)

= 10" (—t,x) = HY*(—t,x) . (3.3)

Lo anterior implica que el estado 1*(—t, ) es una soluciéon de la ecuacion de Schrédinger con la misma
energia que ¥ (t, x). Entonces, json ¥ (t,x) y ¥*(—t,x) el mismo estado?, la respuesta es no necesaria-
mente [81]. El teorema de Kramer [87, 88| dice que, si se cumple

Y #c; , ceC | (3.4)

entonces estos estados son linealmente independientes, se conocen como dobletes de Kramer. Los estados
de energia de un sistema invariante ante inversion temporal son degenerados. Para el caso de un atomo
con una cantidad impar de electrones, los estados de energia son n-veces degenerados con n par. Por
ejemplo, el a&tomo de hidrégeno tiene estados de energia (7)o = Rn(r)Yem (6, @), el teorema de Kramer
predice que los estados m y —m son degenerados, lo cual es cierto. La transformacion

Y(t,x) — P (—t,x) (3.5)

convierte particulas en particulas con ¢ (¢, x) solucion de la ecuacion de Schrodinger.

Al igual que con las dos simetrias anteriores, se ha observado experimentalmente que la inversion
temporal en realidad no es una verdadera simetria de la naturaleza. En 2012, la colaboracion BABAR
report6 una observacion directa de la violacion de inversion temporal, es decir, independiente de la
observacién de violacion C'P [89]. Esto fue observado en la oscilacién de mesones B. Un mesén B (bd)
puede efectuar una transicion en un mesén B°(bd) via interaccién débil, el proceso opuesto también es
posible y de hecho, naturalmente este par de mesones oscilan entre el uno y el otro antes de decaer.
El tiempo que transcurre en el proceso B® — BY no es el mismo que para el proceso B — B, por lo
tanto, es posible diferenciar entre el proceso yendo hacia adelante o atras en el tiempo.

3.1.5. Simetria CPT

C, P y T no son conservadas independientemente en muchos procesos fisicos, pero en principio,
si invertimos el espacio-tiempo e intercambiamos particulas por antiparticulas, la fisica deberia ser
la misma, esto es, la simetria C'PT. Hasta el dia de hoy, la combinacion de las tres simetrias CPT
se considera una verdadera simetria de la naturaleza, de no ser asi, mucho del trabajo del dltimo siglo
tendria que ser reescrito. De hecho, el teorema C'PT [90-92] implica que cualquier violacion a la simetria
CPT también implica una violacién en la invariancia de Lorentz. Respecto a la demostracion original
del teorema en las referencias mencionadas, se considerd que la simetria C' es equivalente a la simetria
T, pues para ese momento ain se consideraba que P era conservada. Una demostracion del teorema més
reciente y rigurosa puede encontrarse en [93].
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SURELY NOT CHARGE,
GULP! PARITY AND TIME/

Figura 12: Autorfa de PhD Comics de Daniel Whiteson y Jorge Cham [94].

3.2. Simetrias Gauge

Hasta ahora, hemos discutido teorias de gauge abelianas como QED, esta tltima se toma como
inspiracion para construir las teorias de interacciones electrodébiles y fuertes, de hecho son teorias de
gauge, pero son de tipo no abelianas®’. Para lidiar con este tipo de teorfas, consideremos un “multiplete”
(escalar o espinorial)

Do) = | , (3.6)

P ()

el cual se transforma localmente bajo un elemento U(z") que pertenecen al grupo no abeliano SU(n)
como

—ia%T?

O(zt) — U(z")P(2t) , U(zt)=¢€ , a’=a%a") € R, (3.7)

donde T son los generadores del grupo que cumplen con [T%,T°] = i f2%%T*, hay n? — 1 generadores. En
analogia con QED, la derivada covariante se escribe como

DN - au + ng/t(xu) ) VM = TQV: ) (38)

con un campo vectorial Vj(m“) por cada generador del grupo 7T, estos campos vectoriales son llamados
bosones de gauge. Buscamos que la teorfa sea invariante de gauge, se propone que D, ® se transforme
como P, esto es

20Este tipo de teorias son conocida como de Yang-Mills.
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D,® — (D,®) =U(D,®) = (UD U (U®) , (3.9)

el término cinético queda invariante

(D,®)" (D) = (D,®) {(D*®)" . (3.10)

De (3.9) la transformacion de la derivada covariante es D, — UD,U T e implica que los campos de
gauge se transforman como

, 1
VI = UV,U + 5(8#U> Ut (3.11)

y para transformaciones cercanas a la identidad

1
VY =V 4 gOna® —a feeve (3.12)
Utilizando el conmutador de la derivada covariante V,,, = —Z[DM, D, ], podemos encontrar el tensor de
Y
intensidad de campo de gauge
Vi = VT =T*(0,V = 0,V = gf™V2Ve) (3.13)
=0,V, —0,V, +ig[V,,V,] . (3.14)

En el caso abeliano con grupo de Lie U(1) y f%¢ = 0, recuperamos el resultado de QED

V,ul/ = auvy - ayvu . (315)

El Lagrangiano del Modelo Estandar es invariante bajo transformaciones gauge que pertenecen al
grupo de Lie SUq(3) x SUL(2) x Uy(1). El subindice C se refiere a la carga de color, pues SU(3) actia
tinicamente sobre campos que tenga carga de color, los quarks y gluones®'. L indica que SU(2) actta
solo sobre campos de quiralidad izquierda y finalmente Y indica que U(1) actia sobre campos con un
nimero cuantico llamado hipercarga. Por ejemplo, una transformacion gauge en el grupo SUL(2) x Uy (1)
tiene la forma

Uu@,n)==¢ : (3.16)

21La teorfa cuantica de gauge invariante bajo SUc(3) es discutida brevemente en la seccion 3.5.
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con O(z") y n(z*) los parametros de la transformacion, Y la hipercarga asociada al grupo Uy (1) y t/2
los generadores del grupo SU(2) siendo T las matrices de Pauli. A diferencia de la derivada covariante
utilizada en QED, D, = 9, + igA,, que actia sobre campos individuales, la derivada covariante en el
Modelo Estandar para el sector electrodébil

Duzﬁu—l—%YBu—F%’r-Wu , (3.17)

es una matriz y actuia sobre dobletes. Las constantes g y ¢’ son los acoplamientos a los campos vectoriales
W (uno por cada generador 1*/2.) y B,,.

3.3. Anomalias

En ocasiones, al tomar una teoria de campo clasico y cuantizarla, algunas simetrias de la accion dejan
de ser verdaderas simetrias de la teoria cuantica. Esto sucede debido a ambigiiedades que surgen sobre
el ordenamiento de ciertos operadores en la teoria cuantica. Un diferente ordenamiento de operadores
puede resultar en un diferente Hamiltoniano, por lo tanto en diferentes ecuaciones de evolucion. La
conservacion de cargas de Noether depende de las ecuaciones de evolucion, por lo que en la teoria
cuéantica, simetrias de la accion clasica pueden perderse al cuantizar la teoria. Esta pérdida de simetrias
se conoce como “anomalia”. Podriamos decir que existen dos tipos de anomalias, las que provienen de
simetrias globales y las que provienen de simetrias de gauge. El que una simetria global sea anémala,
implica tinicamente que en la teoria cuantica pueden ocurrir procesos clasicamente prohibidos, esto es
algo ya presente desde la teoria de Schrodinger. Sin embargo, si una simetria de gauge no abeliana se
pierde al cuantizar la teoria, surgen problemas ya que la simetria de gauge es necesaria para demostrar
unitaridad y renormalizabilidad??de la teoria, de manera que es un requerimiento que la teoria esta sea
libre de este tipo de anomalias. Sorprendentemente, el Modelo Estandar es libre de anomalias gauge,
todas se cancelan. Por otro lado, algunas simetrias globales generan anomalias que no se cancelan. Estas
simetrias son las relacionadas con la conservacion del niimero leptonico y bariénico. La conservacion de
estos niimeros cuanticos es una propiedad de la teoria electrodébil con neutrinos no masivos y simetria
SU(2) xU(1), es un accidente en la teoria que hasta ahora, coincide con los experimentos. Las anomalias
para el niimero lepténico L y bariénico B, son las mismas, esto siguiere que quizé la cantidad B — L
es realmente conservada en la naturaleza, incluso en presencia de neutrinos de quiralidad derecha?®?.
Hasta ahora, la mejor fuente para observar no conservacion de ntumero lepténico es a través del doble
decaimiento beta sin neutrinos, un proceso de dispersiéon que, de no conservarse el nimero leptoénico,
podria ocurrir. Recientemente, XENONIT reporté [95] no haber encontrado evidencia de este proceso

imponiendo un limite sobre la vida media del mismo de 7},, > 1.92 X 10%* anos con un nivel de confianza
del 90 %.

A diferencia de cuando se formulé la teoria electrodébil, ahora sabemos que los neutrinos son
en realidad masivos, por lo que, en principio, la conservacién del niimero leptonico no puede ser una
verdadera simetria de la naturaleza. En 2015, T. Kajita [96] lider del observatorio Super-Kamiokande
y A.B. McDonald [97] , lider del observatorio de neutrinos de Sudbury, recibieron el premio Nobel de

22F] proceso de renomalizacion de una teoria va mucho mas alla del alcance de este trabajo. En términos simples, que
una teoria sea renormalizable significa que las predicciones que haga no sean divergentes. La Ley de Coulomb por ejemplo
tiende a infinito en el limite de distancia entre cargas igual a cero, por lo que no es renormalizable. Se dice que una teoria
no renormalizable es efectiva, es decir, valida solo para una cierta escala de energias. Otro ejemplo es la teoria “cuatro”’ de
Fermi para interacciones débiles, una de las teorias predecesoras del Modelo Estédndar.

23Como se discute en la seccién 3.4, el Modelo Estandar contiene neutrinos izquierdos tnicamente.
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Fisica por la deteccién de oscilaciones de neutrinos. La oscilaciéon entre sabores solo puede ocurrir si
los neutrinos son masivos. El experimento KATRIN ha reportado recientemente |98 una cota superior
sobre la masa efectiva del antineutrino-electrén de m, < 0.8 eV a un 90 % de nivel de confianza. Los
diferentes estados de sabor?* de neutrinos pu,v y 7, estdn acoplados mediante términos de masa, los
estados de sabor estan mezclados.

Bajo ciertas aproximaciones, una teoria puede presentar simetrias accidentales. Por ejemplo, cuando
se trunca la expansion multipolar de un campo eléctrico a primer orden. Para distancias grandes esto
puede funcionar, el campo tendria una aparente simetria esférica, sin embargo, al acercarse a la fuente
del campo pude ser que esta simetria se pierda ya que se deben incluir més términos de la expansion
que no son esféricamente simétricos. De manera similar, una posible explicaciéon del por qué surge la
simetria de conservacion de ntmero lepténico, es que el Modelo Esténdar podria ser una teoria aproxi-
mada (actualmente estamos bastante seguros de que en realidad lo es). Como ya se comento, la simetria
de conservacion de ntamero leptonico surge de una forma natural, no fue impuesta en la construcciéon
del Modelo Estandar, podria ser que es emergente mas no fundamental. En el Lagrangiano del Modelo
Estandar la dimension mas alta que se puede encontrar es cuatro, ningin término contiene mas de cuatro
campos?’, esta restriccion esté relacionada con el hecho de que la teoria tiene que ser renormalizable,
sin embargo, ahora sabemos que el Modelo Estandar es un teoria efectiva, se podrian incluir términos
de orden mas alto. Algunos modelos méas alla del Modelo Estandar proponen operadores de dimension
mayor que cuatro para dar masa a los neutrinos.

3.4. Sector electrodébil y perdida de una simetria

El Modelo Estandar puede ser estudiado en dos grandes sectores, el sector de interaccion fuerte y
el de interaccion electrodébil,

L=Lc+Lpw (3.18)

en esta seccion se discute tnicamente la estructura para el sector electrodébil considerando solo una
generacion leptonica, también llamado minimo Modelo Estandar. Todos los campos son singletes bajo
SUc(3). Partimos del Lagrangiano

1 1
Lew =— 3 Tr (W, WH") — ZBWBW

+ (Duo)" (D¢) — p?6'd — A(8'9)?
+ MEL/Y“DHwL + Z.ERV#DHKR

— G (.0l + lis™,) (3.19)

24Se entiende por sabor los diferentes tipos de neutrinos que concoemos, electrénicos, muénicos y taudnicos. Se utiliza
también este término para referirse a los distintos tipos de quarks, up, down, charm, strange, top y bottom.
25,08 campos espnoriales tienen dimensiones de [E|?/2, los escalares y vectoriales de [E].
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donde

(3.20)

con Pp,, los operadores de proyeccion de quiralidad. El espinor de leptén derecho {,, es un singlete bajo
SUL(2) y wh es un doblete de SUL(2) que contiene a los espinores izquierdos de Dirac del neutrino de
sabor?®( y particula £. Se asume que el doblete izquierdo se transforma bajo SUL(2) y bajo Uy (1), mien-
tras que £, solo se transforma bajo Uy ((1). También se supone que ¢L y £, tienen diferente hipercarga,
esto es asi porque se sabe que las interacciones débiles violan paridad de forma maxima.

Por decirlo de algin modo, dependiendo sobre qué campo actte, la derivada covariante toma dife-
rentes formas, diferentes campos tienen diferentes cargas bajo SUL(2) y Uy (1). Por ejemplo, al ser £,
un singlete bajo SUL(2), el término T - W), no estd presente en la derivada covariante que acttia sobre
este espinor

ig ig
Do = (0 + CVB+ W, )o . (3.21)
D, = (Ou+ 5 ViBy+ - W), (3.22)
2 2
ig’
Duly = (0 + =4 VB )l (3.23)

gy ¢ son las constantes de acoplamiento. Convencionalmente se toma la hipercarga del doblete escalar
como Y = 1, las hipercargas Y7, y Y seran encontradas més adelante. Los tensores de intensidad W,
y B, estan dados por

W, = —g[DM,Dy] , (3.24)

v
B, = —?[Du, D, , (3.25)

cada uno relacionado con su respectiva derivada covariante.

En el Lagrangiano no hay términos de masa para el neutrino, se asume no masivo. Tampoco hay
término de masa para el campo ¢ que tendria la forma

_ng — _m(ZREL + ZLKR) B (326)

estos no son invariantes de gauge por lo que estan prohibidos. La elecciéon de la forma del doblete @D | ge-
nera la masa correcta para los leptones dada por los términos de Yukawa a través del llamado “mecanismo
de Higgs”. Los términos de Yukawa son los que involucran al acoplamiento G, en el Lagrangiano.

26Por “sabor”, nos refereimos a diferentes especies de particula, electrénica, muoénica o taudnica.
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Para discutir el rompimiento espontaneo de la simetria es conveniente separar el Lagangiano como

Lew=Lc+Lsy+Li+Ly | (3.27)
donde
1 1
EG = —5 Tr (W#VWMV) - ZBNVB/“/ y (328)
Ly = (Do) (D') — ?¢T¢ — Molo)® (3.29)
‘Cf - i’lLL/y'LLDHwL + iER’YuDﬂKR ) (330)
Ly =G, (@ZLMR + ZR¢T¢L> . (3.31)

3.4.1. Sector escalar

Comencemos con el sector escalar, la existencia de un campo escalar en el Modelo Estdndar fue
propuesta por Frangois Englert y Peter Higgs [99-102| de forma independiente con el objetivo de dar masa
a los fermiones y bosones mediante el rompimiento espontaneo de la simetria. Posteriormente, Weinberg,
Salam y Glashow [103, 104] utlizaron estas ideas y unificaron el electromagnetismo y la interaccion débil.
Aunque es ya una costumbre utilizar el término de rompimiento esponténeo, en realidad la simetria en
cuestion no se rompe, queda mas bien oculta. El doblete escalar complejo ¢ en general contiene cuatro
campos reales

(/5(1)
¢ = ( e ) ;oW =01 +igy , 6P =¢s+igs . (3.32)

Para que el potencial V (¢, ¢') dado por

V(g 6') = 120to + A6'9)? = 1?|g)> + Ao, (3.33)

sea acotado por debajo (es decir, no tienda a -oo) la constante A debe ser positiva, de este modo
predomina el término cuértico. Como ya se mencioné V (¢, ¢) depende en realidad de cuatro campos,
por lo que visualizarlo mediante una grafica no es muy sencillo, consideremos un potencial con la misma
estructura pero para un campo ® = ®; + i®,. Si u? es negativa, el potencial V(®, ®') toma la forma
mostrada en la figura 13. Como se observa, el potencial es simétrico respecto del origen. Cuando se
hace teorfa de campos cuanticos es necesario partir del valor de minima energia?’ de un campo y
posteriormente perturbarlo, si nos posicionamos en algtin valor minimo del potencial, este deja de ser
invariante bajo rotaciones alrededor de este punto, esto es lo que se conoce como rompimiento espontaneo
de la simetria.

2TEste valor también es llamado “valor esperado en el vacio” (vacumme expectation value) o simplemente vev.
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Figura 13: Potencial de Higgs con ® = &1 + i®s.

Encontremos los minimos del potencial

oV >
2 9,2 AINol? =0 :__ 2 3.34
la solucién suele escribirse como
2 2
2 U —H
o= v= - (3.35)

Cualquier punto sobre las circunferencia de minimos puede funcionar como verdadero vacio, se suele
elegir por conveniencia

1 0
(¢) = 7 ( . ) : (3.36)

de hecho, no importa que punto elijamos, siempre podemos hacer una transformacion de gauge y rotar
los ejes tal que regresemos a (¢).

El teorema de Goldstone [105, 106] dice que por cada simetria global rota se genera un boson sin
masa conocido como boséon de Goldstone. Una forma mas adecuada de citar lo anterior es que, cada
generador del grupo de gauge que no deja el vacio invariante tiene asociado un bosén de Goldstone. El
vacio es invariante bajo un generador G si

e (o) = (9) | (3.37)
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considerando una transformacién infinitesimal

(1 +iaG) (o) = (&) , (3.38)
(9) = (¢) —iaG(p) (3.39)

si buscamos que el vacio sea invariante debe ser que G(¢) = 0 . Calculemos esta condicién para SUL(2),

w75 (1 0) (V) -3l
T2<¢>:%(? _Oi><_(;v>:i2(8> . simetria rota (3.41)

T3(¢) = % ( (1) _01 ) ( _OU > = % ( 8 > . simetrfa rota . (3.42)

El generador de la simetria U(1)y es la hipercarga

<

) . simetria rota (3.40)

e}

Y{(p) = (¢) : simetria rota . (3.43)

Sin embargo, podemos analizar la combinacion lineal de 13 € SUL(2) y Y € U(1l)y

Q(¢) = %(13 +Y)(p) = % ( (1) 8 > < 2 ) = < 8 ) : jsimetria no rotal | (3.44)

este generador se identifica como el asociado a la conservacion de la carga eléctrica si es que buscamos
identificar la simetrfa remanente**con la U(1) del electromagnetismo. Algunos autores definen I3 = 13/2
como la tercera componente del isoespin débil. De la forma del operador Q en (3.44), la componente
superior del doblete escalar es la eléctricamente cargada con 1. ?El) = 1/2, la componente inferior es neutra
con I§2) = —1/2. Se dice que todos los generadores estén rotos excepto el de la carga eléctrica. Cuando
la simetria es local, cada bosén de Goldstone es absorbido como la componente longitudinal del boson
de gauge correspondiente a la simetria rota, proporcionandole masa, esto es conocido como mecanismo

de Higss. El vacio es invariante bajo transformaciones que pertenecen al grupo Ug(1)

ey = (o) | (3.45)

este es precisamente el grupo que queda después del proceso de rompimiento espontédneo de la simetria.
Esta invariancia garantiza la existencia de un bosén de gauge sin masa asociado al grupo Ugp (1) =
Ug(1), el cual es identificado con el foton.

28La simetria que queda depués del proceso del rompimiento espontaneo de la simetria.
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Para posicionarnos en la circunferencia de minimos en el potencial, hagamos una usual parametri-
zacion exponencial de nimeros complejos del doblete escalar, en particular es conveniente la siguiente
eleccion

py _ L piET/20 0 oMY = (EX(2M). E2(M) 3 (gt
925(1‘)—\/56 (H(m“)—l—v) ;&) = (&), (), () (3.46)

donde & Y H son los cuatro campos escalares reales que deben estar presentes en (3.32), de hecho,
&7 son los bosones de Goldstone. El vev en el argumento de la exponencial se agrega por motivos de
dimensionalidad, los campos escalares tiene dimensiones de energia. H describe al boson de Higgs que
es una excitacion del campo neutro de Higgs sobre el vacio, es decir, es fisico. El grupo bajo el que
el Lagrangiano en (3.19) debe ser invariante es SU(2) x U(1)y, podemos parametrizar los elementos
del grupo con un conjunto de 3 + 1 parametros que dependan del espacio-tiempo @(z*) y n(z*). Una
transformacion del grupo es entonces

i(6-T+nY)/2

Uu@,n) =e € SUL2) x Uy(1) , (3.47)
tomando los siguientes valores para los parametros
1
6=—=¢ , n=0 |, (3.48)
v

obtenemos el llamado “gauge unitario”. Efectuando la transformacion gauge sobre el doblete escalar

L —igau g/ 0 1 0
R Y L

los campos escalares &(z*) no son fisicos, han sido “gaugeados” o “gauged away”. Utilicemos (3.49) en
el sector puramente escalar

L, = (Dud)' (D'¢) = V(¢ 67) . (3.50)

El potencial toma la forma

1 Aoy 3 2772 Avt

aqui encontraremos autointeracciones de Higgs y su término de masa. El Higgs es eléctricamente neutro,
por lo que el término de masa va como (m?/2) H?, de este modo identificamos la masa del Higgs
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5 oy o _m
m; =2 ", A= 502 (3.52)
Recordando la derivada covariante para SU(2), x U(1)y

L, .
D, =0, + % YB, + g‘] W, (3.53)
con W, = (W, W2, W2 ), el factor - W, toma la forma
w3 wh—iWw?
T.W#:< 1 " ) ! 3“) . (3.54)
Wltiw? W

Los campos fisicos se definen como estados propios de la mayor cantidad posible de observables, en
particular de la carga eléctrica, estos estados corresponden a

1
+ 1 12
estos son los mediadores de la interaccién débil. Reescribiendo el término cinético obtenemos
T (e 1 u 927+u9233u99,3u912 ju 2
(D#gzﬁ) (D*¢) iﬁyﬂa H+ T WuW +§ WMW ~ 7 WMB —i—gBHB (H+v)*
(3.56)
identificamos los términos de masa
2 9 2 12
m%vsz,vgz% : m%zvf . (3.57)

El término con WBB“ es un problema, esta mezcla de campos indica que B, y Wi’ oscilan entre uno
y otro a medida que evolucionan en el tiempo, pero no solo eso, esto hace que el Hamiltoniano no sea
diagonal. Este término debe de estar relacionado con la masa de algiin modo, observemos lo siguiente

1 B 2 9% —gd B
L,==(B,, WM — 2 (B, W?) (3.58)
2 WSu 8 _ggl g2 WSM
g’ 99 g*
-3 WiW — == WiB" + 5 BB (3.59)
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debemos diagonalizar la matriz de masas. Los valores propios corresponden a la energia del estado base,
es decir, a la masa de campos fisicos. Los valores propios son

U2

S g (3.60)

mi=0 , mj=

La matriz de cambio de base formada por los vectores propios es

1 9 -9
g g

Esta matriz cumple con CCT = 1 y det(C') = 1, por lo que es un elemento del grupo SO(2). Un elemento
de SO(2) se puede parametrizar como

cosf) —sind
R = , (3.62)

sinf cos®

por lo tanto, los acoplamientos pueden ser escritos como

g : g g
—— |, sinf=—— , tan(d)== |, (3.63)
/g2 +g/2 /92 +912 q
el pardmetro § = 6, es llamado éngulo de mezcla débil o angulo de Weinberg. Diagonalizando el
Lagrangiano de masas obtenemos

cosf =

m2 0 0 0
M = CTMC = ( L ) — ( ] ) , (3.64)
0 mj 0 %(¢*+9")
o=t wiyomper [ 7
m — 5( 7R m ) D W3N
m2 2 m2 3 2
= 71 (cos 0B, + sin HWWS) + 72 (Cos 0w W, — sin QWBM) ) (3.65)

Se identifican los campos fisicos que surgen del rompimiento espontaneo de la simetria, el foton A, y el
bosén Z,

A, =cosOy B, +sin0,W; , mi=0 |, (3.66)
3 . 2 v’ 2 2
Z, = cosO0yW;, —sin0y,B, , m,= Z(g +4%) (3.67)
m2
Lon="F2,2" . (3.68)
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Para escribir el Lagrangiano en la base de masas, es decir, en términos de los campos fisicos,
necesitamos

B, =cosl,A, —sinb,7, Wi’ =sinf, A, +cosb, 2, (3.69)

el sector escalar del Lagrangiano toma la forma

1 m2 m2 m2 vim?2
Lo=-0,HO'H — —2ZH> — —2pg3_ —ipt ul 3.70
NG 2 2 sz T3 (3.70)
m2 ma o )
+ 5p2 Z,Z" + 7 W, WT A (H +wv)" . (3.71)

3.4.2. Sector fermionico

Continuemos con el sector fermionico. En este sector se encuentran los términos de evolucion para
leptones y neutrinos asi como interacciones mediadas por Z,, y A,. El Lagrangiano es

Ly=i) Db, +ily" Dl (3.72)

el objetivo es escribir esto en la base fisica, es decir en términos de los campos Z,, y A,. Después de un
poco de trabajo, utilizando los operadores de proyeccion, obtenemos la expresion

L= ngy“(l — 75) {ém + % A, [g’YL cos By, + gsin GW} + % Z, [g cos B, — ¢'Yy sin QW] } vt

DN | .

+ % Oy (1 —~°) {@ + % A, [g'YL cos 0, — gsin GW] - % Z, [g cos b, + ¢'Yr sin HW} } l

+ % 57“(1 + ’y5) {@ + % g YrcosO, A, — % g'Yr cos QWZ;L} 14

__9 AWl - 97 — A\
Qﬂyfy“(l V)W, 2\/567“(1 V)W, vt (3.73)

debemos imponer las siguientes restricciones:

[. El neutrino no tiene carga, el acoplamiento con el fotén debe anularse,

i

5 <g’ Y} cos B, + gsin QW) =0

I1. El término con ey° A, viola paridad, ya que QED no viola paridad este acoplamiento debe anularse,

1 /
1 <g'YL cos @, — gsin HW) - ‘% YrcosO, =0
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ITI. El acoplamiento con el fotén es la carga eléctrica,
Le, : g
—1 (g Y} cosf,, — gsin 6W> 7 Yrcost, =q

Con estas restricciones encontramos que

q / q
sin 0,

g= L Yi=-1 , Yp=-2 . (3.74)

Trabajando el algebra se obtiene la expresion final

V(1 =) + ily" 9,0 — qly" AL

I (1 — AW — I (1 — A\
2\/§V7( V)W, 2\/557( V)W, v

R = )2 + T [0 7) - 25?0, €2,

2v )

Utilizando los operadores de proyeccién, podemos escribir los términos de interacciéon con neutrinos
como

Uy (1 = ~°) 0 = iU "0V, . (3.75)

N | .

3.4.3. Sector de Yukawa

En este sector encontramos los términos de masa para los leptones e interaccion con el Higgs, el
Lagrangiano es

Ly =G, (&Lqﬁﬁn + ZRquwL) . (3.76)
Después de un calculo sencillo, el Lagrangiano toma la forma

__G& vGe

L o — =L 3.77
Y V2 V2 (&-77)
. . , vGy L
se identifica la masa del lepton como m, = — . Como ya se ha comentado, no se generaron términos

V2

de masa para los neutrinos.
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3.4.4. Sector bosoénico

En este sector se encuentran interacciones entre los bosones de gauge A,, Z, y VVMi asi como sus
correspondientes términos cinéticos. Debemos recuperar el término cinético para el foton A, presente
en QED mediante F),,. Comencemos con el término

—EBWB“” = —i(aﬂBy —9,B,)(0"B" —9"B") (3.78)

escribiendo lo anterior en término de los campos fisicos B, = cos 8, A, — sin6,,Z,, obtenemos que

1

1 1 1 ~
4BWB‘“’ =1 cos? 0, A AP+ 5 cos 0, sin6,, A,, 7" — 1 sin? 0, Z 2. (3.79)

donde Z w = 0,2, — 0,7, es un tensor de intensidad para el caso libre, es decir sin interacciones. De la
parte no abeliana, el tensor de intensidad

W =0V =V +iglVu Vi . V==t - W, | (3.80)
toma la forma
We,+ig(Wiwy —wiw, ) VR +ig(Wiwy — wiw )]

W,, = . (3.81)
Va[iWy, —ig(wpwy —wiw )| W2, —ig(wiwy —wiwy)

donde
We, =0W, =o,W; (3.82)

W3, =9,W2 - a,w3 | (3.83)

son tensores de intensidad en el caso libre. Ahora debemos escribir los términos cinéticos

1 1
L= —§Tr<WWW“”> —BuB" (3.84)

en términos de los campos fisicos A, y Z,,. El calculo es algo tedioso, utilizando los resultados anteriores
se puede verificar que
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P | , 1= =
EG - —§WILW e ZA/“,AM — ZZNVZM

w v v '

= Dcosf 2 (WiWy = WiW, ) + 2 sin, A% (WEW, = wiw,)
ig (v — —v g . w+ (AT~ —v

— Zcosb, Wy, (22w = 22w ) + Tsind, W (AW — 4w ™)
1g il ey Ui+ g . 11— +v v+

— 2 cos O, Wi (2WH = 22W ) + Zsind, W (AW — 4w+

+ g% cos® Oy Z,Z"W W™ — g* cos O, sin 0, Z, A"W W

+ ¢*sin®6,, A, A"WIW ™" — g* cos O, sin 0, A, Z"W,FW

— g2W;W_“ ( cos? 0, Z,7" — 2cos b, sinb,, A,Z" + sin 0, A,,A”)

(- — ) 3.85
+Z< w 'y T Yy ,u) ) ( : )

el segundo término corresponde al término cinético para el foton presente en QED escrito en la ecuaciéon
(2.117). Con esto, hemos completado el proceso de rompimiento esponténeo de la simetria en el sector
electrodébil del minimo Modelo Estandar. Para las tres generaciones de leptones el Lagrangianos es
practicamente idéntico, el Lagrangiano total es la suma de los tres.

3.5. Cromodinamica Cuantica

Para concluir este capitulo, discutimos brevemente el segundo gran sector del Modelo Estandar, la
teoria que describe las interacciones fuertes, la Cromodinamica Cuantica, QCD. Para més en esto ver
[81] capitulo 25, 26 y 32. Se puede estudiar mas de esta teoria también en [107| capitulo 17. Como ya
se mencionod, esta teoria describe las interacciones de seis sabores de quarks que estan cargados bajo el
grupo SUq(3). Este tipo de carga es llamada de color y las interacciones son mediadas por los gluones,
bosones de gauge. El nombre “color” no tienen nada que ver con los colores 6pticos, es una analogia ya
que la “suma’” de los tres colores primarios de la luz resulta en el color neutro, blanco. Del mismo modo,
las tres posibles cargas de SUq(3), roja, verde y azul, suman cero. Hay 8 gluones, todos no masivos. El
Lagrangiano de QCD es

1 a apv 993 ~a  va py - o (4
EQCD = 1 G,uz/G B 4 392 GMVG 4 Zwr (Z’Y“Du - mr)wT ’ (3.86)
r=1

donde 1), se transforman bajo la representacion fundamental de SUx(3), es decir, es un triplete

Uy
r=| Y7 ) (3.87)
Wy
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¢ son espinores de Dirac para los quarks de sabor r = u,d,c,s,t,b (up, down, charm, strange, top,
bottom) y con el superindice ¢ = 1, 2, 3, denotando las cargas de color roja, verde y azul, respectivamente.
El tensor de intensidad que contiene a los campos G* de los gluones es

~ 1
G = 0"Gy = 0"Gly = g fancGLGY , GiY = 58" Gaap (3.88)

Considerando tnicamente QCD, la derivada covariante para los quarks es

Du:aﬁ%)\.ay , (3.89)

con \*/2 los generadores del grupo SU(3) y A\* las matrices de Gell-Mann.

En el contexto del Modelo Estandar completo, al igual que con los leptones y neutrinos, los quarks
se agrupan en tres familias. Para cada familia hay un doblete izquierdo bajo SU.(2) Qr;, que contiene
los tripletes bajo SUs(3) de tipo up y down. Para las partes derechas, hay dos singletes bajo SUL(2),
pero tripletes bajo SUq(3), up; y dg;

u
Qi = ( dL ) . Up; 5, dp; ., 1=1,2,3 : familias o generaciones |, (3.90)
L

la primera familia contiene los sabores up, = u y dg; = d, la segunda uzy = ¢y dga = s, la tercera
Ups =ty dpg = b. Los términos de evolucion, interaccion con el fotén, Z y W* estan contenidos en

qu = Z @Li'yﬂDuQLi —f- Z ERiV“DHuR,» + Z ERZ"}/MD“CZRZ' s (391)

con la derivada covariante actuando de la forma que corresponde segiin sea sobre dobletes o singletes.
Las masas generadas por el mecanismo de Higgs estan contenidas en

Ly = —G%@LiHURj - G%@LinRj ) (3.92)

qy

en el Modelo Estandar completo, considerando todas las familias de leptones y quarks, los acoplamientos
de Yukawa G;; forman una matriz de masa para cada generacion k

v
M= 5 Gy (3.93)

para los quarks, estas matrices no son diagonales. Para poder escribir el Lagrangiano en términos de los
campos fisicos, debemos diagonalizar las matrices de masa.
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El término en el Lagrangiano

0g*> ~

32—9;2 “ GO (3.94)
induce la llamada violacion fuerte de CP, un problema en el Modelo Estdndar atn sin resolver. Como ya
se comentd en la Introduccion de este documento, este problema podria resolverse mediante una nueva
simetria global U(1) llamada de Peccei-Quinn que da lugar al axion. El estudio de las interacciones
fuertes en la teoria de quarks y gluones es ampliamente extenso y mucho mas complicado que para
las interacciones electrodébiles. En este trabajo no se discute el proceso de rompimiento espontaneo
de la simetria para quarks ya que en la propuesta de materia obscura presentada no se necesitan de
interacciones fuertes para realizar los célculos.
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4. Materia obscura tensorial

En trabajos recientes |59, 60, 108|, se propuso que la materia obscura podria ser una particula
descrita por campos que se transforman bajo la representacion (1,0)@(0,1). En esta serie de trabajos se
exploro esta posibilidad considerando términos efectivos de interacciones con materia obscura mediadas
por portal®® de Higss, fotén y boséon Z. Se exploraron sus implicacién para tres observables, densidad
reliquia, exceso de fotones del centro de la galaxia y deteccion directa. Los observables pueden ser
explicados por el portal de Higgs solo si la masa de la materia obscura es alrededor de la mitad de la
masa del Higss. Esta es una coincidencia que surgiere algo fundamental, quizd una nueva simetria esta
detras de esto, también podria ser que la masa de la materia obscura este relacionada con el mecanismo
de Higgs. En este trabajo se propone que dicha simetria es SU(2), la materia obscura sera la componente
neutra de un doblete bajo SUL(2), una especie de neutrino pero en la representacion del grupo de Lorentz
mencionada. La otra componente del doblete seria cargada, y como no es observada en el universo actual
debié haber decaido ya.

En este capitulo se muestra el proceso de rompimiento espontaneo de simetria para el Lagrangiano
de la teoria propuesta en este trabajo.

4.1. Rompimiento espontaneo de la simetria

Como ya se ha comentado, se propone que la materia obscura sea una particula de espin uno cuyo
campo se transforme bajo la representacion (1,0) @ (0, 1) del grupo de Lorentz. El doblete de SU(2)

propuesto es
\I/+
U= » , (4.1)

donde U’ representa la materia obscura que posee hipercarga tnicamente y U' un compafiero con
hipercarga y carga eléctrica. Recordemos que el compaiiero cargado ' no es observado en la actualidad,
por lo que su densidad debe haber disminuido abruptamente en una etapa temprana del universo. Para
que esto pueda suceder, al poseer carga eléctrica e hipercarga, U debe decaer en su totalidad a particulas
del Modelo Estandar y/o incluso a la propia materia obscura. Esto solo es posible si tiene una masa
mayor a la suma de las masas de la materia obscura y la del W=, como veremos mas adelante.

., .. " . L, . +
Se propone también que antes del rompimiento espontaneo de la simetria la materia obscura y ¥
tendrian una masa “primigenia”’ 12, que podria estar relacionada al rompimiento de alguna otra simetria.
El Lagrangiano de la teoria es

L= (W) > (DV\II) +q (%) (qsw) — g, (w) (¢T¢) — 200 (4.2)

29Se entiende por portal aquel término de interaccion que permita conectar el sector de materia obscura con el Modelo
Estandar.
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con g, y g, los acoplamientos de Yukawa y la derivada covariante actuando sobre ¥ como

l

DY = 9,0 +

(veB+GTW)V . DU =0, - %@(YSG’BM TGTW,) L (43)

los acoplamientos GG, G’ y la hipercarga Y; seran determinados més adelante. Los términos de masa e
interacciones con el Higgs estdn contenidos en el siguiente Lagrangiano

o (%) <¢qu> — g (w) (¢T¢> 2T (4.4)

En estos términos se encuentra un primer portal de interaccion con el Modelo Estandar, es comtinmente
llamado portal de Higgs y esta presente en la mayoria de modelos de materia obscura de espin entero,
incluidos trabajos recientes en singletes de materia obscura tensorial [59]. Un segundo portal al Modelo
Estandar es mediado por el bosén Z, estos términos de interaccion estan presentes en

L = (m) S <DV\I/> . (4.5)

Aqui también encontramos un portal mediado por un par de bosones Wlf a nivel de loop. Recordemos
que el objetivo es calcular la seccion transversal de interaccion entre materia obscura y ntucleo de Xenon,
este ultimo portal mediado por Wj no contribuye en la interaccion efectiva con el nucleo a nivel arbol.

4.1.1. Sector de interacciones

Trabajemos ahora el rompimiento de simetria en los términos de interacciéon, para identificar las
interacciones correctamente debemos recordar la corriente conservada para un campo de Klein Gordon
complejo ¢, pues la estructura de las corrientes de interaccion para los campos en ¥ es similar

so=i( 600 ovver) (16)

El Lagrangiano de interaccion es
Line = (Dﬂ) > (DV\IJ> (4.7)
= (aﬁ - %W(YSG’Bu +Gt- Wu)> > (ayxp + %(YSG’BV +GT- W,,)\If) : (4.8)

es conveniente trabajar los términos por partes, definamos lo siguiente

DV:<%) . D= (4, B) (4.9)
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de este modo escribimos el sector de interacciones como

*Cint = auzuyau + Buzuyﬂu s (410)

donde a,, y 8, estan dados por

+ ) + G 0
a, =0,0 + % {AU (Y;G' cos B, + G sin QW) +7Z, (G cosf,, — Y,G' sin Qw)} U+ Z—\/EW;F\I/ , o (4.11)
B, =08, + % {AV (YSG' cos 0, — Gsin 6’W) —Z, (G cos 0, + Y,G’' sin Qw)} v - %W;W+ . (4.12)

Los términos de interacciéon entre materia obscura con fotén y bosén Z, estan contenidos en 5,33, y
tienen la forma

l

Lo= 3 A, (Y,G' cos 0y, — Gsinb,) {GMF}ZW@U — EOZWGM\IJO]
— % Z, (G cos 0, + Y,G’sin Qw) {OMWOZW\IIO — WOZW@L\IJO] , (4.13)
el primer término va como —qoA, J* (ver ecuaciones (2.91) y (2.122)), al asumir que ¥ es neutro

Y ! /
(Y;G’ cos ), — G sin GW) =0 , tanf, = SGG -7 (4.14)
g

N | —

Hagamos lo mismo ahora para el companero cargado, en este caso la corriente se acopla mediante
, . . . . ., . + — .
la carga eléctrica, los términos de interaccion del foton y el Z con ¥, se encuentran a,>* q,, y tienen
la forma

i
Lo =1
Tt 9

A, (YSG’ cosf,, + Gsin GW) [8MW+ZW\I/+ — @+ZW8M\IJ+}
+ % Z,(G cos by, — Y,G'sin6,,) [aﬁ*E‘“’qﬁ - E*Z“”auqﬁ] , (4.15)

el acoplamiento con el foton es fijado como la carga eléctrica

(YSG’ cos B, + G sin QW) =e , (4.16)

N | —

utilizando (4.14) se obtiene la siguiente relaciéon con los acoplamientos del Modelo Estandar,
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(& €

G= = Y.G'= ——=¢ 4.17
sin 0, g o Y, cos 0, (4.17)
Trabajando el algebra para calcular el acoplamiento con el bosén Z se obtiene que
1 G e m,
—(Gcosby, +Y,G'sinb,,) = = =2 4.18
5(Geosby + V.G sinby) = 7 0,  sin20, v (4.18)
1 ) 56 5mz .
§(G cos 0, — Y,G'sin QW) = TR == ., B=1-2sin%6, . (4.19)
Con las restricciones anteriores, los términos de interacciéon se reducen a
m, Bmz
Ly=——2,J , Li=eAJ"+ Z,J (4.20)
v
donde se han definido las corrientes obscuras neutra y cargada como
Jh = z'(aﬁ”E“”xp” - ?Z’“‘”@uqf‘)) , (4.21)
Jh = z‘(aﬁ*Z‘”\Iﬁ - E*Z””a,;ﬁ) . (4.22)

Finalmente, el Lagrangiano de interaccion toma la forma

(D, ¥) 22" (D, W) = 9,0 29,0 + 9,0 2."9,0"
+ieA, {aﬁ*Z"”qﬁ - FZ”’”@M@*} +e U XU A4,

v 70 v 26 —+\ v o+
+ LGN AW + LT AW+ ~em, U YA
V2 \/5 a

_ g, {aﬁ”Z’“‘”qf“ -~ E”E‘“’a“qf"} vy 7,2

v
v H

. 2,,2
L Bma g [aﬁzw - vzmv] Iy g2,
v

v

mym,;— my My —o

'U\/_ v\/_

2zm vV _o0 —t v 0 22m o v —0 v +
+ w0, U XM v —xpE“aqf} v [ DD A A I
U\/— [ Iz U\/— w

— 4sin® 6, U Z, W — 4sin? 6, Uz, W

2
+ZL 5 vYrewiwy + L 5 (D R U8 A (4.23)
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de este, se identifican también las corrientes débiles obscuras

Jh = z’(aﬁ*E’“’\p“ - @*Z“”a#\p“) : (4.24)
Ji = z'(aﬁ“E’”\Iﬁ - @OZW@\V) . (4.25)

Del Lagrangiano se pueden leer las reglas de Feynman que se enlistan completas en el Apéndice 8,
aqui solo mostramos las que resultan de interés para nuestros propoésitos. Los diagramas de Feynman
correspondientes se muestran en las figuras 14, 15 y 16. Los tres vértices correspondientes a estos
diagramas son respectivamente

2sz pv imz nuv
VY= by —p V = ivg, vy =—2%] ) . 4.26
1 U\/§ (pu p#) ) g ) 3 v (pM pp,) ( )
N g g
H
=, 0 .0 .0
v v v
Figura 14: Posible decaimiento de U+. Figura 15: Portal de Higgs. Figura 16: Portal de boséon Z.

El diagrama mostrado en la figura 14 resulta de interés ya que si buscamos que la densidad de U+ sea
practicamente nula en la actualidad, debera decaer en W y W0, lo que implica que su masa debe ser
al menos la suma de las masas de la materia obscura y la del W*. Como se muestra mas adelante, los
otros dos vértices, portal de Higgs y Z, son los que permiten la interacciéon materia obscura-nucleén. La
interaccion de portal con Higgs esta contenida en el sector de masas mostrado en la ecuacion (4.28).

4.1.2. Sector de masas y de Yukawa

Trabajemos primero el rompimiento de la simetria en el sector de masas en el gauge unitario

_ ! ’ 4.27
¢_E<H+v> . (4.21)
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El Lagrangiano toma la forma

Lo = g, (T6) (6'0) — g, (TV) (6/6) — p*T

2

1 =00 (% — 0
:5(91—92)(}[2—1—2}[@)\1!‘1! — [3(92_91)4_”2}@\1}

g — v’g
— 5 (H? +2Hv) ¥ qf*—[ =

ot

Y

+ uz} v (4.28)

. . . 0 + . . .
como se mencioné previamente ¥ y W' se comportan como particulas cargadas (con algin tipo de
carga), es decir el término de masa va como —m?¢1) , las masas son entonces

U2 2
0 ?(92 _gl) + ) (429>

las masas al cuadrado deben ser positivas, esto impone las siguientes condiciones sobres los acoplamientos

2 2
v
2 2
g, < go+ v—’; . (4.31)

. ~ 0 , . . .
Si buscamos que el companero cargado ¥ haya decaido en su totalidad o casi en su totalidad en una
etapa temprana del universo, y que la abundancia de la materia obscura se tal que aun sea detectable,
debemos imponer por lo menos un ordenamiento de masas como m, > m, , esto implica que

my o v* (g2 — 1) + 247

= <1 . 4.32
m? V3G, + 217 ( )
De la ecuacién anterior se puede verificar que
g, >0 (4.33)
utilizando esto y la ecuacion (4.31) podemos decir que
2 2
g+ U—A; > g,>0 (4.34)

esto implica lo ya obtenido en (4.30)
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2 2
g > 1 (4.35)

V2

La combinaciéon de la condicién sobre g, mostrada en (4.31) y la condicién que se impone sobre el
ordenamiento de masas en (4.32) implica que se debe cumplir la condicion sobre g, mostrada en (4.30),
en otras palabras, el ordenamiento de masas impuesto genera naturalmente las restricciones en (4.30) y
viceversa. Otra forma equivalente de observar lo anterior es la siguiente. La masa del compafiero ¥ es

U2 U2
m3:m§+3g1 » o5 >0 (4.36)

la inica forma de conseguir el ordenamiento de masas deseado es con g, > 0 , esto concuerda con (4.33).
Para simplificar la notacion en los calculos posteriores se ha definido g, = g, — g5 .
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5. Deteccion directa de materia obscura

Con la estimacién de la abundancia de la materia obscura representando alrededor del Qpy; = 26 %
de la energia total del universo, se infiere que existe un gran flujo de materia obscura en la Tierra. Con
esto, se abre la posibilidad de detectar materia obscura de forma directa mediante dispersion con ntucleos
atomicos. Como se comenté en la Introduccion, han sido ya varios los experimentos que se han enfocado
en detectar materia obscura de este modo.

5.1. Interaccién independiente de espin

Como ya se comento, la probabilidad de que ocurra una interaccién con una cierta intensidad esta
dada por la seccion transversal. El nimero de detecciones por dia por kilogramo en un rango d7' de
energia nuclear de retroceso®® T, de una particula de materia obscura con masa mg con un nicleo de
masa m esta dado por [109, 110]

drR  p [T do .
— = —(T,v) d 5.1
= mmo[, VI F(9) SHT) dv (1)
donde
e p: Densidad local de materia obscura |,
do y ) ) . B}
° ﬁ(T’ v) : Seccion transversal diferencial entre materia obscura con ntcleo |,

f(v) : Distribucién local de velocidades de la materia obscura en la Tierra |,

Umin : Velocidad minima de la materia obscura necesaria para transferir al niicleo una energia 7',

Vese - Velocidad maxima que puede tener una particula del materia obscura en el Halo galactico ,

se suele describir el perfil de velocidades de la materia obscura mediante una distribucion isotropica de
tipo Maxwell-Boltzmann

—v2/2a?

f(v) x € O(Vese — V) , a=2204/3/2 Km/s . (5.2)
La funcion de Heaviside © trunca el perfil de velocidades para velocidades mayores a la velocidad de
escape que suele tomarse como ves. &~ 544 Km/s [111]. Se han propuesto modelos también que incorporen
naturalmente el tamano finito y continuo del Halo de materia obscura [112, 113].

30Energia que es transferida de la materia obscura al nicleo atémico.
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En el marco de referencia de laboratorio, es decir con el niicleo atémico en reposo, la seccidon
transversal diferencial para interaccion entre materia obscura y ntucleo esta dada por

do ‘ﬂ(& t, u)}
d_T( V) = 32rmmav? (5:3)
donde M = MyFs;(¢?). La amplitud de probabilidad M, se construye mediante una teoria nuclear
efectiva, es decir, considera a los protones y neutrones como particulas por si mismas, no como dis-
tribuciones de quarks. La cantidad Fs;(¢?) es el factor de forma nuclear independiente de espin y nos
permite incluir correcciones tomando en cuenta la composiciéon del nicleo de un tamao finito. Se asume
también que los neutrones y protones del nucleo contribuyen del mismo modo al proceso de dispersion
(conservacion de isoespin). Mediante una expansion no relativista y célculos de cinemaética, es sencillo
encontrar la energia de retroceso

2mmav? cos(f)
T_ 0 4 4
(m 4+ myg)? +OM) (54)

siendo @ el angulo de retroceso nuclear respecto a la direccion que lleva la materia obscura. La velocidad
minima para producir transferir una energia de retroceso T ocurre cuando 6 = 0 y esta dada por

Umin = (m+m20)2 T = mj;
2mmg 215

, (5.5)

con iy la masa reducida de la materia obscura con el nicleo.

La funcion ’m(s, t, u)} = G(T,v), es una funciéon regular en T por lo que se puede expandir como

G(T,v) = Go(v?) + GL(v*)T + ... = Gy(0) . (5.6)

Se efectiia también la aproximacion Go(v?) ~ Go(0) ya que la velocidad con la que la materia obscura
se mueve en la region del sistema solar es no relativista y no estamos considerando efectos de espin. Con
lo anterior, podemos calcular la seccién transversal total dada por

Go(0)py
= =081 y (57>
167m?m3

a(v)

donde hemos definido la seccion transversal independiente de espin og;.

El experimento XENONI1T reporta el observable [114] de seccion transversal independiente de espin
entre materia obscura y nucleéon

M;% U GO(O)N?;
A22 T T 16 A2rm2m]

(5.8)

Up:

donde 1, es la masa reducida entre la materia obscura y protén y A el nimero atémico.
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5.2. El experimento XENONI1T

El experimento XENON [66] es un experimento de detecciéon directa de materia obscura. Detecta
fotones emitidos secundariamente como consecuencia de la interaccion entre particula de materia obscu-
ra y xenon liquido. Este experimento se encuentra bajo tierra en el Laboratori Nazionali del Gran Sasso,
en Italia. El detector consta de un tanque lleno de 3.3 toneladas de xenén liquido y cuenta con un total
de 248 foto-multiplicadores (PMTs) independientes. El marguen de diferencia entre la fase de estado
liquida y solida del xenén es de 4°C, por lo que es especialmente importante mantener la temperatura del
experimento estable. Durante la operacion de XENONI1T, la temperatura del xenén liquido contenido
en el tanque era de alrededor de -100°C.
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Figura 17: (a) Diagrama que ilustra la operacion del detector. (b) Formas de sefiales para diferentes tipos de ruido. (c¢) Ilustracion del detector,
esta hecho de materiales de baja radiactividad para evitar ruido en las mediciones. Figuras tomadas de [66].
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El proceso de deteccion consta de dos fases, una liquida y otra gaseosa. Primero, al interactuar
una particula de materia obscura con un nicleo de xenén liquido y transferirle energia, se liberan
electrones de ionizacion y una primera cantidad de fotones de centelleo S1. Los electrones de ionizacion
son arrastrados mediante un campo eléctrico F = 1 kV /cm hacia la fase gaseosa. Al entrar en esta zona
de xenoén gaseoso, el campo eléctrico de arrastre aumenta a F = 10 kV /cm produciendo una segunda
cantidad de fotones de centelleo S2. Dos arreglos de foto-multiplicadores detectan los centelleos S1 y
S2, uno en la parte inferior dentro del liquido, y otro en la parte superior en la cavidad gaseosa. La
energia de retroceso 1" depositada en el nicleo, se puede inferir midiendo la energia de los fotones S1 y
S2 detectados.

La principal fuente de ruido®! es por decaimiento del isétopo artificial Kr-85. Este isétopo artificial
es creado en procesamiento de combustible nuclear y pruebas de bombas atémicas y esta presente en
el xenén liquido comercial adquirido por la colaboraciéon. Este xen6n comercial es purificado mediante
un proceso de destilacion criogénico [115]. Otra fuente importante de ruido es el de dispersion entre
neutrones y xenon. Esta y otras fuentes de ruido son descartadas mediante relaciones bien establecidas
entre las senales S1 y S2 como se muestra en la figura 17.

Las mediciones mas recientes [116] reportadas por la colaboracion XENONI1T, imponen un limite
superior sobre la secciéon transversal independiente de espin entre materia obscura y nicleo de xenén
mostrado en la ecuacion (5.8). El limite reportado se muestra en la figura 18.

31Ge entiende por ruido los procesos que generan datos que no se pueden atribuir a la interaccién entre materia obscura
y xenodn.
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Figura 18: Limite superior sobre la seccién transversal independiente de espin reportada en [116].

Se ha reportado también el limite superior sobre la seccion transversal de dispersion elastica entre
WIMP-protén y WIMP-neutréon dependiente de espin [117] asi como el limite superior para la seccion

transversal de dispersion inelast

ica WIMP-Xe [118].

5.3. Teoria nuclear - electrodébil efectiva

Para comparar el modelo con los datos se necesita de una teoria efectiva para interacciones electro-
débiles con el nicleo atémico. Siguiendo los resultados mostrados en [119] el Lagrangiano es

LY = gunHNN — (Ze)NY#N A, — %NW (a+0°)NZ, (5.9)

Z es el nimero atomico, A numero de nucleones, N representa el campo del ntcleo de Xe y los acopla-
mientos efectivos estan dados por

gun = Zngp + (A - Z)an'n, ) a, =1— 4sin’ Ow

a=Za,+ (A—Z)ay, ,

b= Zb,+ (A— 2)b, ,

Ganyy = = (7 > 2

q€u,d,s

my
) o 0 (510) by = —AP L AP L AP (5.11)
fq(p) fq(P) At(lp)
u 0.023 0.019 0.770
d 0.034 0.041 -0.400
0.140 0.140 -0.120

Tabla 2: Valores tomados de [120] .
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Los valores utilizados se muestran en la tabla 2. Las reglas de Feynman que necesitamos se muestran en
las figuras 19 y 20.

N
H
V=1 gun
N
Figura 19: Interaccion Higgs - nicleo. Figura 20: Interaccién bosén Z - nucleo.

5.4. Dispersién U'N — UON

En esta seccion se calcula la secciéon transversal og; para la dispersion de materia obscura - nicleo
atémico. A nivel arbol, este proceso de dispersion esta dado por los diagramas mostrados en la figura
21, ambos canales t.

Ulp, s) Uy, s) Ulp, s) Uy, s

Figura 21: Dispersiéon de materia obscura con nucleo.

Las reglas de Feynman para interacciéon de materia obscura mediada por Higgs y bosén Z se muestran
en las figuras 22 y 23.

\II(J
V =g,
U
Figura 22: Interaccién higgs - materia obscura. Figura 23: Interacciéon bosén Z - materia obscura.
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5.4 Dispersion VYN — UON 5 DETECCION DIRECTA DE MATERIA OBSCURA

Trabajemos en el sistema de referencia de laboratorio, es decir, con el nicleo en reposo. Las variables

de Mandelstam son
s=p+e’=m"+mi+2p-q ,
t=p-p)=2m"-p-p) .
u={p—qP=m’+mi—2p-¢ (5.12)

donde m es la masa del niicleo atémico y mg la masa de la materia obscura.

Utilizando la conservacién de momento, los productos escalares toman la forma

1 1
p.q:p/-qlzé(s_mz—mg) , pq/:p/qzﬁ(mQ“‘mg—U) s
t t
/ 2
q-q m 9 p q 5
;) 2 t / o o t
py=mp—g (5.13) p-qu-kf—§ : (5.14)

Hagamos una expansion no relativista sobre las variables de Mandelstam. Recordemos que el objetivo
es calcular la seccién eficaz independiente de espin ya que la materia obscura orbita la galaxia con una
velocidad no relativista, por ende, los efectos de espin son pequenos. Los momentos son

p,u = (EO ) p) ) qﬂ = (m ) 0) ) q/u = (m +T ’ q/) ) (515>
efectuando un calculo sencillo y utilizando la aproximacion
1 2 4
E0=m0+§m0V +0F")
las variables de Mandelstam toman la forma

s (my+m)? +mymv: |, t=-2mT |, u=(m,—m)*—mmv?+2mT . (5.16)

La amplitud invariante esta dada por

M=Myz+ My (5.17)

IM)? = Mz + | Mpg|* + 2Re{ M, Mz} . (5.18)
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5.4 Dispersion VYN — UON 5 DETECCION DIRECTA DE MATERIA OBSCURA

5.4.1. Canal de Higgs

Para el canal mediado por un bosoén de Higgs, de leer el diagrama de Feynman se obtiene la amplitud
invariante

s’ s 7 —’ r

iMpg = U (ivgy) Ulp) N()(igun) N (5.19)

My = % Un)\UwN ()N (5.20)

el proceso de deteccion no distingue entre los posibles valores de espin de la materia obscura, por lo
tanto, debemos promediar sobre polarizaciones, utilizando la relacion de completez |75]

S U ) = (“@#) , (5.21)

obtenemos que

242,42

§ 5% Ml = T ] (50, ) (S i) |G ) 4 )

s,s" rr!

(5.22)

Evaluar estas trazas es sencillo, para la primera solo necesitamos el siguiente par de relaciones [59|

Tr[S™S*] = 4g™ g™ + 4g*tgf” — 287 g (5.23)

Tr[# impar de S*] =0 . (5.24)

La segunda traza involucra tnicamente productos de matrices gamma, este célculo es comin en los
procesos de dispersion QED. Algunas trazas ttiles son (ver [107])

Tr[y"y"] = 48"

Tr[y"y"yy7] = 4(g" 8" — 88" + &"78") .
Tr[# impar de v#] =0

Tr[y°] = Tr[y"y"°] =0

Tr [7“7”7”7”75] = —44ehrre | (5.25)
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5.4 Dispersion VYN — UON 5 DETECCION DIRECTA DE MATERIA OBSCURA

las expresiones para estas trazas se calculan utilizando la relacién de anticonmutacién mostrada en
(2.11). La expresion final para este canal toma la forma

S M = 2 (st g2t ) (20— 12) (5.20

SS 7"7‘

2.2 ,2

9o9unN 2 2 4 2
~ 2 T 2 T ) 5.27
3m§(2mT+m§)2((mo+m ) +m0)(m +m ) ( )

5.4.2. Canal de Z

La amplitud invariante para este canal estéa dada por

—s’ mZ uv / s i kyka -~ , imy e i
iMg=U Z (Pu pM)U“’)t—mg<m2 —gya> N<q>(— U),Y (a+b°) N
(5.28)

Z

1 —=s' v / s Evd a "
Mz = 53—y U 21 0y = 0,) Ulp) (kuka = 8uoam?) N(ey* (a+ 0" ) N, (5.29)

al promediar sobre polarizaciones se obtiene que

—ZZ\MZ\ = 5 4m4(1 o = (P — 1) (kuka — uam?) Tr | (S +m2) 22" (8" + m? )Z"”}

x (po = P,) (Kpks — 8oem3) Tr | (¢ +m)y*(a+by°)(d +m)y”(a + WE’)} - (5.30)

En este caso, el calculo de la primera traza se vuelve demasiado tedioso y extenso, esto debido al
término que contiene productos de cuatro operadores S*”. De nuevo, el calculo de la traza que proviene
de espinores de Dirac es sencillo pero algo tedioso. Una vez evaluadas las trazas, la expresion toma la
forma

t
_ZZ|MZ| = ISt (= m2)? {4mf [m§<62(7m2—t—u) —a2m2)
+ 2tm? (a2t + b3 (t — 4m2)> + 4b2m2t21 + 212 [tmi <a2t + b3 (t — 2m2)) + bPm2(t* + mi)]

+m? {mﬁ (a2 <6m4 —4m?(s 4 u) + 5% + u2> + b? <2m4 — Am?(t +u) + 2 + 2tu + 2u2>>

2t (a4 1) mi} - 2mb (b = a?) mg} , (5.31)

80



5.4 Dispersion VYN — UON 5 DETECCION DIRECTA DE MATERIA OBSCURA

1 m*T (
5 Y Mz~ oo @ T ) { AmPT? (4m§T <a2T + V2 (m + T)) + D2 (4m?T? + mfj))

+ 16mm2T <a2T + b%(2m + T)> + 32b2m3T2} —2mmiT (v* +2) (a® + b*) m},
+mi {mi <a2 (m (V?4+4) v’ + 2T> + b (m (v 4+ 4v* 4+ 16) + 2T>)
+ 2mmZm>T (mg <a2(T —m) + b*(m + T)) — 4mT?(a® + b2)> } : (5.32)

5.4.3. Término de interferencia

La interaccion de interferencia esta descrita por el siguiente término

t . —Gogdun —s' NTTS -’ AT
X Us(p/) ZMV (p,u - p,/u> ULZP) (kuka - guami) Nr( q'Wa (CL + 675) qu) ) (533>

al promediar sobre polarizaciones la expresion obtenida es

1 t . —GogunN o o 2
6 2D MMz = A8miv(t — m2)(t — m32) (2 =) (ke = o)

x Tr {(5 +m?)(S + mf)E“”] Tr {(g +m) (¢ +m)y*(a+by°)

Sin hacer ninguna aproximacion, el término de interferencia se anula. A nivel arbol, las tinicas contribu-
ciones al proceso estéan dadas por los canales “puros” de Higgs y Z. Quiza la contribucion de interferencia
se hace notoria hasta nivel de loop

%Z > MMz =0 . (5.34)

s,s' 7!

5.4.4. Seccion transversal

Efectuando el limite no relativista sobre las variables de Mandestalm y las expansiones sobre Ty v

mecionadas en la seccion 5, definiendo gpyy = —vguy, €l moédulo cuadrado promediado de la amplitud

final es

—2  4m? 2 20°m?  g2g? m3T

M 2 g+ T ( T I (st (o — ) + 8m2m§)) T a2 ) v
(5.35)
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5.5 Consistencia del modelo con XENONIT5 DETECCION DIRECTA DE MATERIA OBSCURA

La contribucién principal esta dada por el primer término que corresponde a la interaccion mediada por
Higgs, por lo tanto, se ha tomado

4m?
Go(0) = A ggg%NH . (5.36)

H

De este modo, la seccion transversal final total es

22,2
m~9y9pNu

P 4m A4 (m, + m,)?mi

, (5.37)

la expresion anterior tiene unidades inversas de GeV? , para obtener las unidades de cm? deseadas,
debemos agregar los factores de h y ¢ faltantes. El producto de estas dos constantes fundamentales es

hic = 197.3268 x 107 m eV = 197.3268 x 107! cm GeV (5.38)
agregando los factores de conversion la expresion final es
(hcmgogDNH) ’
op = (5.39)

4w At (m, + m,)2m?

5.5. Consistencia del modelo con XENON1T

El resultado principal mostrado en (5.37) fue comparado con los resultados de XENONIT [116|
mostrados en la figura 18. Lo anterior para un conjunto de valores del acoplamiento g, . Con el fin de
encontrar una region vélida del espacio de parametros, es decir, una regiéon en la que el modelo esté
en acuerdo con XENONI1T, se encontraron las intersecciones de la prediccién del modelo con los datos
experimentales. Entre cada par de puntos de los datos, se hizo una interpolacion lineal para encontrar la
interseccion con la expresion (5.37) j veces, cada una con un valor particular de g, . La parametrizacion
de la recta esta dada por

05 — 051

yi(r) = —<33 - mj—1> ‘01 (5.40)

m; —m;_

donde el par ordenado (m; , ;) , representa los datos experimentales de XENONI1T. Buscamos que
yj(x) = o, , esto nos conduce a la ecuacion de tercer grado

az® + <a(2m,, —b)+ c) z® +m, <mp(a —2b) + 20)9(: +d=0 |, (5.41)
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5.5 Consistencia del modelo con XENONIT5 DETECCION DIRECTA DE MATERIA OBSCURA

donde z = mg y se ha definido

0 —0j5-1

G
a=—"—2— | b=my_y , c=0,1 , d=m>(c—ab)— (0)

m; —m;i— 167’1’144

(5.42)

La ecuacion (5.41) fue resuelta para cada punto de interseccion. El espacio de pardmetros consistente
con XENONIT se muestra en la figura 24.

10! —
« Interseccién de este modelo con XENON1T )_..»"
Regién valida '.,,4""
1 00 K| ."‘,o‘"
-'/'"‘.J
10°1. .,,r-*"'
l”"
9o el
oe P
‘ll o ‘-'--.’
".‘,_._7 77777 o o
1073
104 ‘ ! !
101 102 103 104

Masa de la materia obscura (GeV/c?)

Figura 24: La region sombreada representa el conjunto de valores de go y mo consistentes con XENONI1T.

La grafica muestra que para masas grandes, mayores que alrededor de 25 GeV, conforme la masa
aumenta el valor méaximo del acoplamiento aumenta linealmente en escala logaritmica. Ain cuando se
puede pensar en este modelo como un modelo efectivo, se espera que los valores de los acoplamientos
sean pequenos, acoplamientos mayores a 1 o incluso de alrededor de 0.5 implicarian que la teoria no
es pertubativa, esto excluiria la region de g, = 0.5 y m, = 1000 GeV, restringiendo més el espacio de
parametros.
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6. Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se ha hecho una revisiéon del problema de la materia obscura, se propone una posible
soluciéon al mismo y se discuten sus implicaciones para el observable de deteccion directa.

En la Introduccién se hace un revision del origen del problema, propuestas de soluciéon y sus incon-
venientes asi que como una descripcion de algunos observables con los que todas los modelos de materia
obscura deben estar de acuerdo.

Se hace un breve estudio de la simetria de Lorentz, sus representaciones irreducibles y sus implica-
ciones para las ecuaciones de evolucion de particulas de espin 0, 1/2 y 1. También se hace la formulacion
lagrangiana de las teorias de campo correspondientes y se hace un listado de las reglas de Feynman para
la electrodinamica.

Se estudia el mecanismo de Higgs en el contexto del minimo Modelo Estandar, se considera con
cierto nivel de detalle como es que se generan las masas de los fermiones y de los bosones de gauge a
través de los términos de Yukawa.

Se propone un modelo de materia obscura y de interacciones con particulas del Modelo Estandar
partiendo del hecho de que recientemente, se ha mostrado que campos de espin 1 que se transforman
bajo la representacion (1,0) @ (0, 1) del grupo de Lorentz, pueden explicar varios observables si las masa
de materia obscura es del orden de la mitad de la masa del Higgs. Se propone que la materia obscura sea
descrita por la parte neutra de un doblete bajo SU(2) acoplado al Higss mediante términos de Yukawa
y a los bosones W* y Z mediante las derivadas covariantes. El rompimiento de la simetria proporciona
contribuciones a las masas y también un portal de Higgs. Adicionalmente, hay un portal del boson Z.

Con el fin de poner a prueba el modelo, se calcul6 la seccion transversal para la interaccion entre
WIMP y niicleo de xenén mediada por Higgs y bosén Z. Esta cantidad se compard con la mejor cota
experimental impuesta hasta ahora por XENONIT sobre este observable. Con lo anterior, se encontrd

una region formada por valores de masa de materia obscura y su acoplamiento con el Higgs consistentes
con XENONIT.

Aunque inicialmente se esperaba que, dada la naturaleza del modelo, la interaccion mediada por
bosén Z fuera considerablemente relevante, los cilculos indican que esto no es asi, de hecho, el acopla-
miento entre la materia obscura y Z no esta presente en la aproximacion final de og;. Ni siquiera esta
presente en las expansiones a primer y segundo orden sobre T' y v respectivamente. La contribucion del
7, comienza ser relevante en términos de orden alto de energia de retroceso T' y velocidad de la materia
obscura v. Aunado a lo anterior, sin efectuar aproximaciones, la interaccion de interferencia entre Higgs
y Z es nula, quizé la interferencia sea notoria a nivel de loop.

Como trabajo a futuro se pueden comparar las predicciones del modelo con otros experimentos de
deteccion directa o resultados mas recientes.

Aunque el bosén Z no contribuye a este proceso en esta escala de energia podria ser relevante en
otros procesos por ejemplo en el estudio de densidad reliquia si se deja la masa como un parametro libre.
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7. Apéndice: Convenciones

En este trabajo se utilizaron las llamadas unidades naturales dadas por

La métrica, cuadrivectores y derivadas son

8., = diag(1,—-1,-1,-1) , 2" =(%=z) = (22" 2% 2% |, z,=(v0,—x) , z;j=—-2/ |,

P=id 9, = (%,V)

Matrices de Pauli y Dirac

Las matrices sigma estandar de Pauli son

, (01 s (0 —i s (10
"‘(10) ’ ”‘<¢ 0) 27 o

En cuanto a las matrices de Dirac, esta se pueden escribir bajo las siguientes “representaciones”

e Representaciéon quiral

_ A0 _ 0 1 i _ 0 Uj 5 -1 0
70_7_ 1 O ) 7_ _O.j O ) 7_ 0 1 )

Bajo el grupo de Lorentz, la representacion de Dirac es reducible, por lo que cada representacion puede
ser dividida en dos representaciones més pequenas. Al tomar la proyeccién quiral obtenemos la repre-
sentacion quiral para espinores izquierdos y derechos. También es llamada representacion de Weyl. Esta
representacion es de particular utilidad ya que podemos definir

0 o

(L g ol = —
7 _(Eu 0 ) ’ o —(]]_,O') ’ o _(17 U)
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e Representacion quiral alternativa

Algunos textos como “Fundamentals of Neutrino Physics and Astrophysics” de Giunti y Kim, usan esta
representacion. A simple vista, podria parecer que esta representacion esta escrita con la métrica elegida
en el contexto de la relatividad general diag(—1, 1,1, 1), sin embargo esto no es asi, simplemente es otra
representacion valida.

To=T =1 0 LA N A T o 1) >

en esta representacion la siguiente convencion es utilizada

0o o+
o mo_ S (_

7 ( —ght 0 ) ) g (]]-70> ) g ( 170)
e Representacion de Dirac

Esta representacion es la que Dirac originalmente derivé via su acercamiento historico al derivar su
ecuacion.

= o
o =
N———

0 :H. O i _ 0 O‘J 5
70_7_(0—]1) A A T

e Representacion de Majorana

Esta es una representaciéon puramente imaginaria

)
()
I
2
(e
|
T~
q, o
o 9,
~
\%_.
I
A~
~.
o 9
w
~.

Q o©
w
~
2
[\&)

I
VR
9, o

|

<9
[\
~
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8 APENDICE: REGLAS DE FEYNMAN PARA LA MATERIA OBSCURA

8. Apéndice: Reglas de Feynman para la materia obscura

Estas reglas de Feynamn estdn contenidas en los términos escalar y de interaccién en las ecuaciones
(4.23) y (4.28). El factor 3 presente en algunos vértices es 3 = 1 — 2sin?6,, .

‘ll()

Figura 25

\1]+

V= —ie" (pu — pit)

Figura 29

Figura 31

\Ij() Re H
,/
7’
7’
,/
/, .
. V=g
~
\\
~
s\
0 ~
1% “VH
Figura 26

Figura 30

Figura 32
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\I]+

V=-

”Z 823 (pu — 1))

Figura 34

Figura 33

Iz
22m% jug
v? 2
1My NV ’
V= v 2 (p# - pu)
v Zy
Figura 35 Figura 36

W,

ie2 DM
B 2 Sin2(ew)

Wy,

Figura 38

Figura 37

Figura 39
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